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二 、 编 写 原 则 


质量 . 质量 是 图 书 的 生命 ,保持 和 发 扬 科学 出 版 社 “ 三 高 >"“ 三 严 ” 的 传统 特色 ， 
创造 名 牌 大 学 和 科学 出 版 社 双 重 品牌 ;适用 性 是 教材 的 生命 力 所 在 ,应 明确 读者 对 
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系统 . 研究 生 教 材 的 系统 性 高 于 本 科 生 教材 ,知识 系统 ,体系 完整 ,逻辑 清晰 ， 
给 学 生 留 下 选 学 和 自学 的 内 容 和 空间 . 

创新 . 反映 学 科 发 展 前 沿 .先进 理念 ;在 知识 ,内容 等 方面 有 所 创新 ,有 所 贡献 ， 
体现 教材 的 知识 创新 ; 紧 跟 和 引领 教学 实践 ,在 教学 方法 .教材 结构 .知识 组 织 、 详 
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三 、 指 导 思 想 
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启发 性 ,让 学 生 打 下 坚实 的 理论 基础 . 
(2) 恰当 融入 现代 数学 的 新 思想 、 新 观点 、 新 结果 和 新 方法 ,使 学 生 有 和 较 新 的 
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学 术 视 野 . 

(3) 为 使 学 生 巩 固 知 识 和 提高 应 用 能 力 , 章 末 列 出 习题 和 思考 题 ,并 列 出 可 进 
一 步 深入 阅读 的 文献 . 书 末 要 给 出 索引 . 

(4) 在 内 容 的 取舍 .叙述 的 方式 .材料 的 组 织 安排 等 方面 具有 自己 的 特色 . 
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生 对 数学 知识 数学 方法 的 应 用 能 力 及 解决 问题 的 能 力 . 
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3. 掌握 教材 编写 环节 
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(2) 充分 注意 著作 权 问 题 ,不 侵犯 他 人 著作 权 . 

(3) 讨论 .拟定 教材 提纲 尹 f 负 责编 写 组 的 编写 分 工 \ 协 调 与 组 织 , 
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了 中 


矩阵 理论 自 19 世纪 由 凯 菜 (A. Cayley, 1821—1895) 和 西 尔 维 斯 特 
(J. JSyivester，1841 一 1897) 创 立 以 来 ,已 经 成 为 一 门 现代 大 学 的 基本 数学 课程 . 
矩阵 理论 的 出 现 , 对 于 现代 科学 技术 的 发 展 有 着 重要 的 贡献 , 历史 已 经 证 明 , 和 矩阵 
理论 是 表达 量子 力学 观点 的 最 恰当 的 语言 . 科学 技术 发 展 到 现在 ,矩阵 理论 在 各 个 
学 科 领 域 , 如 控制 理论 .优化 理论 .力学 .经 济 管理 .金融 等 ,都 有 着 非常 重要 的 应 
用 . 矩阵 的 方法 已 经 成 为 现代 科技 领域 不 可 或 缺 的 研究 工具 . 由 于 这 一 原因 ,我 国 
工科 院 校 已 经 把 “和 矩阵 分 析 ” 作 为 各 专业 看 士 研究 生 的 学 位 课 . 本 书 就 是 作者 在 多 
年 为 工科 硕士 研究 生 讲 授 该 课程 的 基础 上 ,参考 国内 外 相关 教材 ,结合 工科 课程 的 
特点 ,经 过 多 番 锤 炼 编写 而 成 的 ， 

本 书 内 容 共 分 为 7 章 , 包 括 : 线性 空间 与 线性 变换 ,内 积 空间 ,和 矩阵 的 标准 形 ， 
和 抢 阵 分 解 , 范 数 理论 及 其 应 用 ,和 抢 阵 分 析 及 其 应 用 ,和 矩阵 特征 值 的 界 和 非 负 和 矩阵 . 本 
书 前 三 章 内 容 是 线性 代数 课程 的 衔接 与 延伸 ,这 是 该 课程 略为 抽象 的 部 分 ;本 书 其 
余 各 章 吸收 了 近年 来 国内 外 最 新 的 具有 重大 影响 的 研究 成 果 , 璧 如 Householder 
分 解 ,IMoore-Penrose J S f, Geršgorin 定理 ,Courant-Fischer 定理 等 . 

本 书 编写 力求 做 到 循序 渐进 ,通俗 易 懂 ,简洁 适用 . 在 理论 的 论述 上 本 书 力求 
简洁 ,不 苛求 对 于 每 一 个 定理 予以 证 明 ,但 求 读 者 对 于 理论 的 精 体 能 快速 的 理解 . 
基本 方法 的 介绍 力求 兼顾 应 用 背景 和 具体 应 用 ,并 多 用 例题 加 以 说 明 , 便 于 读者 迅 
速 掌握 . 为 此 ,本 书 根据 目前 工科 硕士 研究 生 的 实际 需要 精心 挑选 与 设计 课程 内 
容 ,每 章 都 配备 了 一 定数 量 的 习题 ,便于 读者 进一步 加 深 对 课程 内 容 的 理解 . 

本 书 由 曾 祥 金 , 张 亮 主编 ,吴华 安 、 柳 贵 平 任 副 主编 . 在 编写 的 过 程 中 , 吴 传 生 
教授 提出 了 宝贵 的 意见 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

限于 作者 水 平 , 书 中 难免 有 玻 漏 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 . 


编 者 
2010 年 5 月 


iii 


第 1 章 线性 空间 与 线性 变换 ppp 
1.1 线性 空间 的 基本 概念 ee 
1.2 子 空间 与 维 数 定 理 omnesoooeoreoerseoas oseonsesosoesssnossoesecsosossasescosasons 
1.3 线性 空间 的 同 构 TE 
1.4 线性 变换 及 其 矩阵 表示 ee 
习题 ] ee 


第 2 童 内 积 空间 pep PA EITEN A 
2.1 ARSKA <a... ................... 
2.2 欧 氏 空间 的 正 交 基 pp 
2.3 欧 氏 空间 的 同 构 ee see 
2.4 正 交 补 ee 
2,5 正 交 变换 ee 
2.6 西 空间 ( 复 内 积 空间 ) 简 介 pp SS upay tawa suka se 
2.7 正规 变换 与 正规 抢 阵 ppp 


第 3 章 SEREBDERR Q... J... ua... 
3.1 Jordan 标准 形 ee 
3.2 和- 算 阵 及 其 Smith 标准 形 a... ..... 
3.3 Cayley-Hamilton 定理 与 矩阵 的 最 小 多 项 式 和 pe 
习题 3 a... seen 


| 


第 4 章 SEBEJyWRU O... ................................................................ 083 
4.1 和 矩阵 的 LU 分 解 DL PO Oe 083 
4. 2 FE RERI QR 分 解 DO DT E A E ee 089 
43 和 抢 阵 的 满 秩 分 解 pe 096 
4.4 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 pe 099 
4.5 广义 道 矩 阵 PT T T T E E E T 101 
习题 A ee 106 

第 5 章 范 数 理论 及 其 应 用 pp 108 
5.1 向 量 范 数 ee 108 
5.2 EREJE a... ......................................................... 116 
5,3 范 数 的 应 用 ee 120 
习题 5 eeeeeeoeee9ieoee9eoeee…e9eeeeoe 】 a 】「】】】 tt】 】】】 0】 130 

第 6 音 ”和 矩 阵 分 析 及 其 应 用 .pe 132 
6.1 矩阵 序列 与 矩阵 级 数 ee 132 
6.2 上 托 阵 函数 及 其 计算 eve 142 
6.3 和 矩阵 的 微分 与 积分 pp a 151 
6.4 和 抢 阵 函数 的 应 用 ee 158 
习题 6 ett】 上 ss rr 167 

第 7 章 ” 和 矩阵 特征 值 和 的 界 ” 非 负 和 给 阵 … .................. 170 
7.1 Gersgorin 定理 灾 eeeeeeeeeeeeereese 【rrr 170 
7.2 ”特征 值 估计 的 基本 不 等 式 ee 174 
7.3 Courant-Fischer 定理 和 Hermite 矩阵 的 特征 值 …………………… 176 
7.4 JEJERE eve 181 
7.5 非 负 矩阵 ee 184 
7.6 随机 和 矩阵 oooeoooooeoooeeceseoooevosooooeoocooooooooooeooooooooooeoeoeoooeeiooeoeeeoo 187 
7.7 M 和 矩阵 ee 189 
习题 7 ee 194 

习题 答案 与 提示 .pp 196 

参考 文献 .pe 221 


Vi 


sls 


线性 空间 与 线性 变换 


线性 空间 的 概念 源 自我 们 所 熟悉 的 向 量 及 其 相关 运算 性 质 . 将 类 似 的 具有 共 
同 运算 规律 的 数学 对 象 进 行 一 般 的 数学 描述 就 得 到 抽象 的 线性 空间 的 定义 . 因此 ， 
线性 空间 的 理论 在 自然 科学 .工程 技术 ,特别 是 数学 的 其 他 领域 都 有 着 广泛 的 
应 用 . 


mD 1.1 线性 空间 的 基本 概念 


在 线性 代数 中 ,为 研究 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 ,我 们 学 习 了 实 向 量 空间 的 
基本 理论 . 在 工程 技术 和 科学 计算 以 及 数学 领域 的 不 同 场合 ,有 许多 集合 本 身 所 伴 
随 的 运算 具有 与 实 向 量 空间 中 的 运算 相同 的 本 质 特 征 , 因 而 我 们 有 必要 将 实 向 量 
空间 的 理论 进行 推广 . 

我 们 首先 约定 ,以 后 所 称 的 数 域 已 ,是 指 实数 域 或 复数 域 . 在 抽象 代数 中 , 数 域 
是 指 至 少 包含 0 和 1 的 数 集 ,在 该 集中 进行 的 数 的 和 、 差 , 积 和 商 (除数 不 为 0) 的 运 
算是 封闭 的 . 

定义 1.1.1 设立 是 一 个 非 空 集合 ,其 中 的 元 素 称 为 向 量 ,下 是 数 域 ,其 中 的 
数 称 为 纯 量 . 在 V 中 有 向 量 的 加 法 ,使 得 对 任意 的 向 量 a, Be V, 有 和 向 量 a+ E 
V. 对 每 个 纯 量 x € 下 及 向 量 a cV, AAEN za € V. 

如 果 关 于 向 量 加 法 有 运算 律 : 

G) a+ B = B+“; 

Gb Ca +B) +Y = a++; 

Gü) 存在 零 向 量 0 € V ,使 得 对 每 个 a € V, a +0 = G; 

Gv) 对 每 个 a € V, 存在 负 向 量 一 a, 使 得 & 十 (一 @) = 0. 

关于 纯 量 积 有 运算 律 ， x, y € F, a, Be V. 

(v) z=(y@) = (zy) 0; 

(vi) la = G; 

(vü) c(a +P) = zra + zB; 


O 


Cviii) (z + y)@ = ta + ya, 
则 称 V 是 上 的 一 个 线性 空间 (或 向 量 空间 ). 
例 1.1.1 在 线性 代数 中 ,定义 的 实 向 量 空间 R” 关于 通常 的 实 向 量 的 加 法 运 
算 和 实数 乘 向 量 的 数 乘 运 算 构 成 RR 上 的 一 个 线性 空间 . 
例 1.1.2 设 RLz], 表示 次 数 小 于 n 的 多 项 式 的 全 体 ( 且 包含 零 多 项 式 ) 对 于 
多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 构成 及 上 的 线性 空间 . 
例 1.1.3 设 全 体 mxnn 复 矩阵 所 成 之 集 为 C”" 按 照 矩 阵 的 加 法 和 数 乘 矩阵 
的 运算 构成 C 上 的 线性 空间 . 
例 1.1.4 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 YY 十 PCz)y 十 QCz)y 一 0 的 解 全体 按 通常 
函数 的 加 法 与 数 乘 构成 线性 空间 . 
例 1.1.5 在 正 实 数 集 R 中 定义 加 法 四 和 数 乘 如下: 
ab = ab 
koa = a 
Va, be Rr,# CR 
则 R EROR R 上 的 线性 空间 . 
线性 空间 的 例子 还 可 以 举 很 多 ,不 过 需要 指出 的 是 , 当 一 个 给 定 的 非 空 集合 在 
规定 的 运算 下 构成 线性 空间 时 ,三 可 能 在 另外 规定 的 运算 下 不 能 成 为 线 性 空间 . 例如 
在 R° 中 定义 
(al az) + (b), b,) = (a, +b, —1, a; + b,) 
A(a,,; az) = Qa, àaz) 
则 当 2 关 1 时 ， 
AL (a, ，4z) + (bis b,)] = Àla, +b, — 1, a; +b) 
= Qa, +Àb, —À, Àa; +Àb;) 
A(a,, az) FACh s bz) = Qa, Håb, — 1, Aa, + Ab,) 
以 上 两 式 不 相等 ,说 明 线性 空间 定义 中 的 运算 公理 (vii) 不 满足 . 所 以 R 关于 以 上 
的 运算 不 是 线性 空间 . f 
由 线性 空间 的 定义 可 以 证 明 :, 线性 空间 V 中 的 零 向 量 是 唯一 的 ,V 中 每 个 元 
素 的 负 向 量 也 是 唯一 的 . 并 且 有 以 下 一 些 基本 性 质 : 
性 质 1.1. 1 Og= 0, z0 = 0. 
性 质 1.1.2 4 za = 0 Bf, IJ z = 0 sz a = 0. 
性 质 1.1.3 z(—a) =— rā = (— z)6G@. 
性 质 1.1.4 (z—y)G@ = za — yG. 
性 质 1.1.5 CC 一 让 ) = za -— zP. 
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证 ”我们 只 证 明 性 质 1. 1. 3 和 性 质 1. 1. 4, 其 余 的 留 作 习 题 . 
根据 性 质 1. 1. 1 ,我 们 有 


za 十 工 一 0) = r[a + C—@) ] = z0 = 0 


这 说 明 zx( 一 @) 是 ze 的 负 向 量 , 故 z( 一 o =— ra. 同 理 可 证 (一 zw —— ra. 这 
就 证 明了 性 质 1. 1. 3. 

为 证 性 质 1. 1. 4, 首 先 可 以 定义 向 量 的 减法 . 对 给 定 的 两 个 向 量 a, PB, 若 存 在 
向 量 7, 使 得 & = By, 则 称 向 量 Y 为 向 量 w 与 廊 的 差 , 记 为 y = a— B. 由 于 十 
[wx 十 (一 及 ] = a+[B+ C— B>] = a, 所 以 有 


X 一 有 一 wx 十 (一 有 ) 
由 性 质 1. 1. 3 ,在 (一 y)a =— ya 两 边 同 加 za ,得 
TA 一 yG = zG@ + C— y@) = za + (— y)& = (z — y)@ 


所 以 性 质 1. 1. 4 成 立 . f L] 
在 线性 代数 中 ,我 们 有 关于 向 量 的 线性 组 合 、 线 性 相关 与 线性 无 关 的 定义 与 相 
关 结 论 , 这 些 定义 都 可 以 推广 到 一 般 线性 空间 ,而 对 应 的 结论 也 可 以 证 明 在 线性 空 
间 都 是 成 立 的 ， | 
定义 1.1.2 VERR F 的 线性 空间 ,如 果 V 中 存在 一 个 有 限 元 素 集 {o , 
Qz, s", a } 满 足 ， 
(D Os G,, °, @, 线性 无 关 ; 
GD 了 中 任 一 向 量 都 可 以 由 Ci ，0 ，…，C&, 线性 表示 ， 
Ji C a s0, °", 0,} 称 为 V 的 一 组 基 ,并 称 An 维 线性 空间 , 记 为 n = dimV. 
wa, G,, +° a, V 的 基 时 ,对 任 一 a € V, 必 有 Lyr Los ts Ln E F, 
使 得 


Q 一 rA H rA, 十 … + r,G@, 

此 时 ,我 们 称 n 元 有 序数 给 (zi s Tzs "°" Lp)” 为 向 量 a (a , Œ, t, 0,} 下 的 
坐标 . 

以 下 定理 表明 ,向量 w 在 给 定 基 下 的 坐标 是 唯一 确定 的 . 

定理 1.1.1 设 {@ ,0@,…, a, EREZZE V 的 基 , 则 VV 的 任 一 向 量 & 可 以 
由 基 元 素 唯一 表示 . f 

a = XG F rA H 0 = yG, + yG, + °° + y,G@, 
则 
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(zl — yi )@G, + (zz — yz2)G@, 十 … 十 (zx — y,)@, = 0 


H a, G@,, =, @, 的 线性 无 关 性 可 知 z; = y i= 1, 2, …, n. O 
线性 空间 的 零 子 空间 的 维 数 规定 为 0. 如 果 一 个 线性 空间 中 有 任意 多 个 线性 

无 关 的 元 素 , 则 称 该 线性 空间 为 无 限 维 线性 空间 , 本 书 只 讨论 有 限 维 线性 空间 . 
例如 ,R" 是 n 维 线性 空间 ， 


1 0 | 0 

0 1 : 
e1 se : 9 e, =s : , . en ——— 

0 0 1 


就 是 R" 的 一 组 基 . 

在 线性 空间 C” 中 , 取 E, 为 第 i 行 ,第 7 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 mxXn 算 
EE, = 1, 2, =°, m; j= 1，2，…，71， UE; } 就 是 C”™" 的 一 组 基 . 

容易 证 明 ,n 维 线性 空间 V 中 的 任意 7 个 线性 无 关 的 向 量 所 成 之 集 必 为 V 的 
一 组 基 . 任意 两 组 基 是 等 价 的 向 量 组 . 

以 下 定理 告诉 我 们 ,如 何 找 到 有 限 维 线性 空间 的 基 . 

定理 1.1.2 ( 基 的 扩张 定理 ) 设 @i, 6,…, (0 委 r 委 0) JE n 维 线性 空间 V 
中 的 r 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 必 有 V 中 的 2 一 ”个 向 量 gw, ag t a, 存在 ,使 
得 {@i » Co ，…， a RA V 的 基 . 

证 若 r = n. njia, M, °". a CEV. 下 设 r 二 nn， 令 


W = Span{@, @,, --, @,} 
= {a € V | @ = z,@ rm tr z, € F, 1 <ç iÇ r) 


故 必 有 a E V Han €W, 使 得 ，…， a, a RETK. 如 若 不然 , 即 对 每 个 . 
BPEV—W, 0, 0,，…, 0,, 线性 相关 , 则 根据 em ，cs ，…，w, 是 线性 无 关 可 知 及 
必 可 由 Qis 02 A, 线性 表示 ,此 时 就 必 有 B € W. 这 与 B 的 取 法 矛盾 . 

如 果 r 十 1 一 2 EZ a, a, s a, a = a, 就 是 站 的 基 , 证 明 到 此 结束 . 如 
果 十 1 二 nn, 我 们 继续 上 面 的 做 法 ,直到 找到 V 中 的 向 量 @,41，…， G, 使 得 xi， 
a, e, a, 线性 无 关 . 由 于 VV 是 维 线性 空间 ,所 以 fm，o，…，m} 就 必 为 了 
的 基 . oO 

现在 我 们 转 而 讨论 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 之 间 的 关系 . 

Ha, w, e @ AB Bo o B. 是 线性 空间 Y 的 两 个 基 , a € V, 


Q 一 ZI1CI 十 ZzCs 十 pes + z,€@;, 
= yb + yp +e + y, B, 
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用 和 矩阵 形式 写成 


Tı yi 

T2 yz 

a 一 a, Q, et, a,) 。| 一 B., B., .... B. . 
x, Yn 


再 设 
B, = an@, + ant t+ "Tan 
B. = aG, + ant "Tart, 


写成 矩阵 形式 


an a Ain 

az d Azn 

(有 ， B. eey B.) = (@,, Q, `" a,) . . 
An an2 Ann 


= (@, ， Q, "° @% A 


我 们 称 方 阵 A Hha » Qz, *"° > CREE- SUA 9 B... .... 及) 的 过 渡 和 矩阵 . 于 是 有 


x 31 
a = (G), G,, + G,) ñi = (Bh, B, = BD Wi 
<, Yn 

yı 


yz 
= 《Cl ， Q, `°" @ A . 
Ya 


由 于 向 量 在 给 定 基 {w:， Qz, °". ax, } 下 的 坐标 是 唯一 的 ,所 以 


Tı yı 
T2 —A > 
Tn Yn 


005 


DR | >>> l p 


X NPR k B heh ERIGE 


Yı Xl 
X2 = A7 T2 
Yn Tn 


总 结 以 上 的 结果 ,向量 在 不 同 基 下 的 坐标 之 间 的 关系 可 以 由 下 述 定理 给 出 . 

定理 1.1.3 设 线性 空间 V 中 的 向 量 @ 在 基 {wl，az，…， 0,) 下 的 坐标 是 (xi， 
Z "`°", zs) ,fE3F(B., B,, -- B.) F BJ AK ARAE Cy: o; Yz» s x) MÆ (a, 
z, e, 0p) PÆ , Beo ---, 及) 的 过 渡 和 矩阵 是 4, 则 


Xl yı 
Xz —A f 
En Yn 


E AETA. 
例 1.1.6 在 矩阵 空间 R” 中 ` 


pu 人 Papap N 


0 0 0 0 
Bs 
为 RY 的 一 组 基 . 对 于 RR“ 的 元 ` 
"i 


在 这 个 基 下 的 坐标 为 (1， 2, 3, H7. 可 以 另 取 R? 的 一 组 基 


g. = [' i z, = Ë n 


1 1 1 1 
s= 3). mb 
3 AL 17 * \o 1 


在 这 个 基 下 A 的 坐标 为 (1，1，1，1) 
gi 1.1.7 设 {0n ， A, ttg a, } 是 线性 空间 V 的 基 ， 向 量 组 
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qi; 
as; z 
B. = a, œ, ,0,) . = >a, ¿= 1, 2, .. 
: j=l 
Ani 
Qi Qiz Aim 
Az) G22 ° Am 
A= . . . = (y,, Y,, `°, Yr) 
Anl Anz Anm 


WB, Beo e B. 线性 相关 的 充 要 条 件 是 7 ， 为 ，…，7》， 线性 相关 . 
证 设 > 有 一 0, À; € FG = 1, 2, .... n), 则 


> B, = >À Daa; 
i=l = 


i=1 j=l 


= D (X aa,)a, =0 
因为 a, @,, -, @, 是 线性 无 关 的 ,上 式 表明 


Dla; =0, j=1, 2, sn 
=1 
JHH: E: KR Se 
ai “qan Aim 1 
C21 “= ay, 2| 0 
an an Anm Àm 


则 
ÀY +À, Y + 二 AY 一 0 
反之 由 上 式 又 可 以 推导 出 . 


SAB, = 0 
i=l 


这 说 明 B, , B, 9 B, 线性 相关 的 充 要 条 件 就 是 Yis Yas °° Yn 线性 相关 . 
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例 1.1.8 在 Rizjk 中, & = 1, æ, = z, @, = x, @G = z° 为 一 组 基 . 设 
B —=1+z+2 +z, ÜB — 1+=x—x=— r 
一 工 一 了 十 对 一 好 ， B, = 1—<x— r + z 

D) WE: P, B, Bso B. X R [<], 的 一 组 基 ; 

(2) 求 由 基 a, G,, a, m, IÆ P Bos Bis B, 的 过 渡 和 矩阵 ; 


(3) 求 向 量 f == 1 十 2x 十 3x? + 42 #E B, . B... B. B, 下 的 坐标 . 
解 D HRB, B, 房 , 及 在 基 m，wm，cs，wm 下 的 坐标 分 别 为 


1 1 1 1 
ll. 1 zi] —1 
X — 9 X. == 9 X. = 9 x. = 
š: 1 a i 3 1 et P: 
1 =j 一 1 1 
令 
1 1 1 1 
1 1 —1 —1 
和 一 
1 —1 1 —1 
下 qas i 


由 于 |A| =—16, HTA rank A = 4, 于 是 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 根据 例 1. 1. 7 的 
结论 知 ， B. » B, B. 9 B. 线性 无 关 ， 从 而 是 R [=], 的 一 组 基 . 
(2) 由 (1) 知 l 


(有 ， B. B. LA T= (2 ， Q, Qz, a, )A 
则 求 由 基 om ，o，0，0 PÆ P, B., B., B. 的 过 渡 和 矩阵 为 4. 


(3) 
1 1 1 1 
1I1 1 —1 —1 
A” = — 
41 —1 1 一 1 
1 —1 —1 1 


= (B. 9 B. B. BDA” 


f= (G, G, G, @,) 


e U N 一 


1 
2 
3 
4 
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mp 12 子 空间 与 维 数 定理 


对 于 给 定 的 线性 空间 V 来 说 ,V 的 非 空子 集中 的 元 素 作 为 V 的 成 员 自 然 也 继 
承 了 V 中 定义 的 向 量 加 法 和 纯 量 积 运 算 , 因 而 也 可 能 成 为 一 个 线性 空间 . 
定义 1.2.1 如 果 向 量 空间 V 的 子 集 U 在 V 中 规定 的 向 量 加 法 和 纯 量 积 运 
算 下 是 一 个 向 量 空 间 , 则 称 U 是 V 的 子 空间 . 
向 量 空 间 的 任意 子 集 并 不 是 都 能 成 为 子 空间 的 . 比如 ,对 于 例 1. 1. 1 中 的 向 量 
空间 R , 取 子 集 
U = {(1, azs a) | az» as, =, a, € R) 
由 于 
(l,a,s azs "ts Qi) (1, bis bzs +t, b) 
= (2, a + bis a, bzs ts a, +b,) E U 


所 以 过 就 不 是 线性 空间 . 

向 量 空间 的 子 集 是 否 为 向 量 空间 ,可 以 用 下 面 的 定理 判断 . 

定理 1.2.1 设 V 是 数 域 站 上 的 向 量 空间 ,U 是 V 的 一 个 非 空 子 集 , 则 U 是 
V 的 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 

(D 对 任意 的 a, BEU, 有 w+PE TU 

GD 对 任意 的 TE F, a € U, # za € U. 

证 车 UU 是 向 量 空间 V 的 子 空间 , 则 根据 线性 空间 的 定义 ,在 U 中 的 向 量 加 
法 与 纯 量 积 运 算是 封闭 的 , 故 条 件 (i) 和 条 件 (ii) 是 成 立 的 . 

反之 , 当 条 件 (i) 和 条 件 ( 认 成 立时 ,由 上 中 向 量 的 加 法 运算 和 纯 量 积 运 算 的 封 
闲 性 可 知 ,在 V 中 成 立 的 关于 这 两 种 运算 的 八条 运算 律 在 U 中 也 成 立 , 因 而 口 是 
下 上 的 线性 空间 ,从 而 是 VV 的 子 空间 . 口 

例 1.2.1 在 几何 空间 R° 中 取 过 原点 的 直线 


L= {(z, y, z) | =< = at, y = bt, z = ct, — e° < t <+ co) 
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容易 验证 工 是 有 的 子 空间 . 
Rs 中 不 经 过 原点 的 直线 不 是 子 空间 , 因 其 不 含 零 向 量 . f 
例 1.2.2 设立 是 一 个 线性 空间 , @ , 0 …, G. EV MW = (z,@ +x;€@, 十 … 
+<, | <; e F; 是 V 的 子 空间 . 称 为 由 Cl 0 0, 生成 的 子 空间 ; 记 为 
Span(@,, æ, +, €) 
例 1.2.3 ÜA Em Xz 实 矩阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 所 有 解 向 量 构 
成 R" 的 子 空间 . 我 们 将 这 个 子 空间 称 为 矩阵 4 的 核 , 记 为 Kerl). 


< 


Im(A) = (Ax € R" | = € R") 


则 mA E R” 的 子 空间 , 称 为 矩阵 A 的 像 . 
l l S = jH] BJ 4825. REWREMETSMNARER 


运算 
| 定理 1.2.2 V, V, RE V, r) V, tB, 
是 V 的 子 空间 . 
证 ”因为 子 空间 必 会 V 的 零 向 量 ; 所 以 Vi 门 V, 至 少 有 一 个 零 向 量 ， 从 而 
V. n v, Z Ø. 
现任 取 a, Be Vv, N V, À, KE F, WA V, V, 是 子 空 间 , 故 
àa 十 pp EV, àa + uB € V, 
所 以 
MAC 十 AP € V, r) V, 
从 而 六 N V, 是 Y 的 子 空间 ， 口 
例 1.2.4 ÆR 中 , 取 Vi, V, 是 过 原点 的 平面 , V, Z V, W V, 们 Vi 就 是 过 
原点 的 一 条 直线 . 
定理 1.2.3 V, V, 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 令 
Vi +V, = {a + @, | Ci € Vis G; € V,) 
则 V, + V, , 也 是 V 的 子 空间 . 
证 V,+V, 显然 是 非 空 的 . 现在 任 取 a +a, B, +B, € V, +V,, À, # € F, 
H V, V, 是 子 空间 , 故 Aci 十 App， € V. A0, 十 /is € V,. 又 
aca, + a,) +B + B,) = Qa, + zB.) + Qa, + aB.) 
故 
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àa, +a) eB +B,) € V, + V, 


所 以 , V, + V, 是 V 的 子 空间 . J 
我 们 称 V, +V: 为 子 空间 V, 与 V, 的 和 . 
不 难 验证 , 子 空间 的 和 运算 有 下 列 运 算 律 ， 
G) 《交换 律 ) V. +V, = 一 V, +V,; ; 
GD (AE (Vi +V + V, = V, + (V, 十 Vs). 
子 空间 的 交 与 和 运算 可 以 推广 到 有 限 个 子 空间 的 情形 . 
例 1.2.5 Vi, V, 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 且 


V, = Span(@, G@,, +, a} 


V, = Span{$ĝ, , B. , .... B; 


则 
V, +V, = Span{ai , ... m... B.. .... B. 
定义 1.2.2 EV, V, 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 若 Vi Y V, = (0) ,WJV, +V, 
RA V 与 V; WAM, WN V OV. 
定理 1.2.4 Vi +V: 是 址 和 , 当 且 仅 当 对 每 个 wE V +V, ,存在 唯一 的 w C 
Vi, G, € V,,f#48 a = a, +a. 
证 BV + V, = V, G V, AFE a C V, +V, 有 两 种 表示 : 
a = 0, +a, = Q +0; , a, a EV, @,, z; € V, 
则 
G, —G@/ = G; —m, € V, r) V, 
IB V, N V, = {0}, 所 以 
@ = aj, a, = a; 
EZERA e € V, +V, REPER. AV Y V, Z (0), ae € V, NV, Ha 
0, 那么 
a+ (— a) 一 0 十 0 一 0 
上 式 说 明 在 V, + V, 中 有 零 向 量 的 表示 是 不 唯一 的 ,这 与 条 件 矛 盾 . 故 Vi r) V, 
(0), BI V, +V: 是 直 和 . 
现在 研究 子 空间 及 由 子 空间 的 运算 所 产生 的 空间 的 维 数 . 


定理 1.2.5 EAD i V, 与 V, 是 数 域 下 上 线性 空间 V 的 两 个 子 空 
间 , 则 


口 1 
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dim(V, + V,) = dimV, + dim V, — dim(V, N V;) 
证 设 dimVi = m, dimV, = m, dim(V, N V,) = m, 我 们 要 证 明 
dim(V, +V,) = m +m; —m 
Ba, @,, =, 0 为 Vi A V, 的 基 , 由 定理 1.1.2, 将 其 依次 扩充 为 Vi, V, 的 基 
oo 
0 
即 
V, = Span(G,, G@,, 0s Gps B. PB, B...) 
V, = Span(a,, G,, s Ops Y> Yas s Y, a) 
所 以 
V, +V, = Span(@, 0 @., Bis Bo o Bans Yo Yo e Yanm? 
ë 
kit + kG, + + knn + bB + pab + p,m Bm 
十 @ Y, + qY, + F anm Yn m = 0 


a 


a = k On + k,G@, 二 Wy +k, +B. + bB, + Q F Pn —m B, —m 


1 


i té — q Y; 人 Gn mY n~m 


MA a € V, B a € Vi; 所 以 gE V, NV 故 可 令 
a = LG, + L G&, 二 二 LO 


则 
LG, + la, tt ln =— q, — qe Ya — +t — An, —m Y nym 
即 
ha, + ba, F gy 十 "十 gn T, = 0 
由 @ G,, o, Ans Yas Yas o Yn- m RETRA 
h = L, = = L, = q, = *** = q,—= = 0 
Am a= 0, 从 而 有 
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ki@ + kG + + Ë,z, + piB + p,B, + + Pam Bn 一 0 
Ha, ap, e aps B. Bos s B, „REER, NA 
kı Ë, .. kn P. = P>; = te = Dum = 0 


这 就 证 明了 Qis Q, +t, C a B. 9 B., °... B. -n> Y 9 7,， .... Y, -nm 线性 无 关 ， 因而 
推论 1.2.1 V, +V, 是 直 和 的 充 要 条 件 为 


dim(V, + V,) = dimV, + dimV, 


推论 1.2.2 i; V, +V, 是 直 和 , 若 Qis Q, t, a, Æ V, 的 基 , 户 » P: 9», B. 
是 V 的 基 , 则 Ql, G@G,, °, Qa,» B., 应，…， 及 .是 Vi + V, 的 基 . 

由 此 有 下 述 定理 . 

定理 1.2.6 设 Vi 是 ” 维 线性 空间 Y 的 一 个 子 空间 , 则 一 定 存在 V 的 一 个 子 
ZE V EV = VV,. 

证 ia, a, e, a, JE V, 的 一 组 基 , 将 其 扩充 为 V a, G,, =, Cn ， 


CO Anazo to G. F 


V, = Span{@n > Opps "ts G.) 


定理 1. 2. 6 表明 ,有 限 维 线性 空间 V 可 以 作 直 和 分 解 , 且 易 知 这 种 直 和 分 解 不 
是 唯一 的 . 


关于 子 空间 的 交 与 和 的 概念 以 及 相关 定理 ,可 以 推广 到 多 个 子 空间 的 情形 . 
例 1.2.6 设 V, 与 V, 分 别 是 齐 次 方程 组 ZI 十 Za 十 多 + <, = 0 与 Tı = 
zz 一 …… 一 2 的 解 空间 ,证 明 


F"= V, @ V, 
证 HIT zi z + +=, 二 0 的 解 空间 Vi 是 ”一 1 维 的 ,其 基 为 


Ci 一 — 1, 1, 0, °... 0)7T 
æ, = (— i, 0, 1, °... 0)7T 


Q = (— 1, 0, 0， .... 17 
而 由 z, = z, 一 … = z, 知 V, 的 维 数 为 1, 其 基 为 
B= (1, 1, .... 1)! 


013 


> 


BA P, 0 ，0，…，0 1 为 F" 的 一 组 基 , 从 而 
F"= V, +V, 
x 
dim F*= dim V, + dim V, 


故 


= V, @ V, 


1.3 线性 空间 的 同 构 


从 前 面 的 讨论 我 们 已 经 知道 ,对 n 维 线性 空间 V, 给 定 一 组 基 mw ，o ，…，o 
后 ,V 中 任 一 向 量 @ — zj@ +z;G, 十 … 十 0， 且 表 示 法 是 唯一 的 . 即 


a = (G@,, G,, `", æ) 


(u za e, Ep) € F"; BEZIER CE za, tto 2) € F", WE V 中 一 定 存 
在 唯一 的 一 个 向 量 LA 十 To0s 十 … 十 TaC 一 2， 这 样 ,n 维 线性 空间 V +j F*— [a] 
实质 上 存在 着 一 个 映射 , 且 是 双 射 (既是 单 射 又 是 满 射 ). 

然而 ,这 两 个 线性 空间 能 否 建立 某 种 联系 ,为 我 们 的 研究 提供 方便 ? 由 此 ,我 
们 给 出 同 构 的 概念 . 

定义 1.3.1 BVs V: 都 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ， EREA V, 到 V, 的 双 
射 c, 使 得 

G) Va, BEV, a+) = om +p); 

GD VREF, g € V, olka) = kola), 

则 称 V, 与 Vs 是 同 构 的 , 记 为 Vi 2V3. 这 样 的 映射 o 称 为 同 构 映射 . 
例 1.3.1 设 V 是 数 域 上 的 n AREZ N, N V e F”. 
证 ike, az，…，w, 为 n 维 线性 空间 的 一 组 基 , 那 么 Va C V 都 有 


A = Ti0 + L tT 
现 定义 映射 c: VF", 如 下 


o(a) = 《zl1， Tzs °". Lp) 


014 


w renren nananana 第 1 章 线性 空间 与 线性 变换 


显然 6 是 V 到 F”" 的 一 个 映射 . 

>q a, Be v, G Bhf, Wa, BE? AE G), s t, O, 下 的 坐标 必定 不 同 , 所 
以 c 是 单 射 . 

XY Cti Tzs s z.) l € F", 必 有 向 量 


Lil zü, 十 人 十 Zr0 = G € V 
使 
ola) = (xi, Lgs "°". x=). 


从 而 5 为 满 射 , 故 "是 双 射 . 
va, BEV, WA 


C 一 ZI10I + x;G@, + HA, 
B= 3101 + y;G@, 十 … + y,@, 
十 有 一 (xw, + y. )G, 十 (zz yz )G, + +: + (z, + y, JG, 


故 
ola + B) = (ti + yis Kay, Lp HY) 
= (mi, Lys "s r) +y yrs s yi) 
= (a) +P) 
V € F, 则 有 
ka = (kz1)0 + (kz,)@, + (kx, ) 0, 
故 


olka) = Qars kis, .... kx.) 
一 R(CZ1， Ezg s... =) 


= kola) 


从 而 c 是 V 到 天 "的 一 个 同 构 上 映射 , 即 V se F”. 

由 定义 1. 3. 1 可 以 看 出 , 同 构 映射 6 具有 下 列 性 质 : 

(D o(0) = 0, o(— a) =— ola); 

Gi) olkia, 十 kG 十 "十 RG,) = kola) + h,o(@,) +" + &o(@ ); 

Gü) V 中 向 量 组 a, ，0s ,…, a, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它 MKR oa), 
ola), =, o(a REER. 

因为 由 
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Ron + b,G, + *** +k a, = 0 


可 得 

kiala) + k,o(G,) +e + kola) = 0 
反之 ,由 

kiala ) + ka) + + kala) = 0 
有 


olka kG 二 kg) = 0 
因为 “是 双 射 ,只 有 c(0) = 0, 所 以 
kia, kG + +b G, = 0 

由 此 性 质 可 知 , 同 构 的 线性 空间 有 相同 的 维 数 . 

同 构 作为 线性 空间 中 的 一 种 关系 ,满足 : 

(1) 自 反 性 . 对 任何 线性 空间 V,V <o V. 

(2) 对 称 性 . 4 V, 2 V, BF, 48 V, so V.. 

(3) 传递 性 .车 Vi SS V, H. V, S° V, W V, 2V. 

由 数 域 上任 一 维 线性 空间 都 与 F" 同 构 , 及 同 构 性 质 知 , 数 域 下 上 任意 两 
个 =” 维 线性 空间 都 是 同 构 的 . 

综 上 所 述 RNA TEREA. 

定理 1.3.1 数 域 民 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相 
同 的 维 数 . 

定理 1. 3. 1 告诉 我 们 , 维 数 是 有 限 维 线性 空间 的 唯一 的 本 质 特征 . 


HB 1.4 线性 变换 及 其 矩阵 表示 


定义 1.4.1 VERF ERREZE, RI T: V-V 称 为 线性 变换 ,如 果 
对 任意 的 a, B € V 和 4 EF, A 
Tc 十 有) = Ta) +TP) 
TQa) = AT (a) 


将 V 中 的 所 有 向 量 映射 成 零 向 量 的 映射 必 是 线性 变换 ,这 种 线性 变换 称 为 零 变换 ， 
记 为 0. 把 V 中 每 个 向 量 都 映射 到 自身 的 变换 也 是 线性 变换 , 称 为 单位 变换 . 
当 工 是 V 的 一 个 线性 变换 时 , 记 
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Ker(T = (z € V | T(a) = 0} 
Im(T) = (T(a) € V | Va € V) 
易 知 ,Ker( 了 T) 和 IDEE V 的 子 空间 . 这 两 个 子 空间 分 别称 为 线性 变换 工 的 核 
与 像 


例 1.4.1 Ü V =R, E € R, £ Z0, X T, R 一 及 为 
Tl(a) = ka, Gc R 


MJ TÆ R 的 一 个 线性 变换 . 事实 上 ,这 一 线性 变换 为 一 次 函数 ,其 图 像 为 一 直线 . 
例 1.4.2 ÆR 中 , 作 坐 标的 旋转 变换 


T: R° —R° 
X| cos0 —sin0 ][z, 
yz) lsing cos | [zs 
AW 
a= [E], p= yı , a[o p 
=> yz sinf cos 0 
则 有 
Tœ) = B = Ax 
由 于 


T(a--a') = A(G+ a) = Aa + Aa 
= T(a) 十 Ta) 9 
Taa) = AQa) = (Aa) 


ad € R 


= AT(@), a € R 
Ék T E: R° 的 一 个 线性 变换 . 
例 1.4.3 令 立 是 及 上 的 所 有 无 限 次 可 导 实 函数 的 集合 , 则 YY 是 线性 空间 . 定 
DC = f, fe v 
那么 由 导数 的 运算 法 则 可 知 DD 是 V 上 的 线性 变换 . 
”线性 变换 有 以 下 的 基本 性 质 . 


定理 1.4.1 É T; V— V 是 线性 变换 , 则 
G) T(0) = 0; 
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Gi) 工 (一 2) =— T(a); 
Gii) 对 任意 的 CI 0, O0, € 了 及 1， Az ，…， Àn € F, # 
TAa, +ÀA,G@, 十 … +A,&,,) 
= ÀA T(G ) +A, T(G,) + + À, T (@,.) 
证 G TO) = TOa) = OTa) = 0. 
GD T( 一 0) = T[C- Da] = — 1)T(@) =— Ta). 
Gi) TA, + + + Anan) = TA) + TA, + * + Anan) 一 … 
= TA) +TQ,G@,) + --- + TQ,@,) = A T(G) + ÀA;T(@,) + +A T Can). 
O 
Bi 1.4.4 A cF”, H 
aiu Qi "° Qin 
Na 3 le ... a = (a, E: Ko a) 
Anl Anz san Qnn 
ELKI T: F" 一 FF" 为 
T(a) = Ag, ace F” 
则 
D 工 是 线性 变换 ， 
(2) Ker( T) E: Aa = 0 的 解 空间 ; 
(3) Im(T) = Span{@, G@,, *, 0,); 
` (4) dim Ker CT) + dim Im(T) = n. 
证 C) 是 显然 的 . 
(2) a € Ker( T) 4 RIV 34 Ta) = Aa = 0. 
(3) H Im《T) 的 定义 可 知 , B € Im(T) 当 且 仅 当 存在 a € F", 使 得 Ta) 一 
AG = B. #r a= (zi, Tas "°°. Z.) 则 


Tı 


Tz I 
Aa = (G. , G,, °, A)| |= z@, + zm;G@, + *- + z,@, = B 


即 
Be Span{an ， Q, °°, m.) 
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C4) 由 线性 代数 的 知识 得 
dim Ker(T) = n—R(A) = n— dmIm(T) ` 
RT T,, TREV ERREK, Pk T 与 T, 相等 ,如 果 对 VaEV, 都 有 
T (a) = T, (G). 定义 线性 变换 的 和 与 数 乘 运算 如 下 : 
T +T) = T, (G) + T, Ga), G€ V 
QT)(m@) =T), AEF 
容易 证 明 , T, + T, , 4 也 是 线性 变换 . 
令 L(WV) 为 所 有 V 上 的 线性 变换 之 集 ,以 下 结论 是 显然 的 . 
定理 1.4.2 L(V) 是 下 上 的 线性 空间 . 
从 上 面 得 知 ,线性 空间 V 上 的 所 有 线性 变换 组 成 的 集合 L(V) ,对 于 线性 变换 
的 加 法 及 数量 乘法 ,也 构成 -一 个 线性 空间 . 若 dimV =n, 那么 L(V) 的 维 数 是 多 少 ? 
LCOV) 与 我 们 熟知 的 哪 一 个 线性 空间 有 关系 ? 
设 V 是 数 域 六 上 的 n 维 线性 空间 , @ ,0 ，…, a, 是 V 的 一 组 基 , 则 空间 中 任 
ME a 可 以 唯一 地 由 基 @1， Qs ，…，o, 线性 表示 , 即 有 关系 式 
@ 一 ZI0 + z,G, TT 
É T € L(V), MWA 
Ta) = T(z,G@, + X20 + ` + z,G,) 
= z T(G.) + =; T(G,) + *** + z, T'(G@.) 
上 式 表 明 ,如 果 我 们 知道 了 基 w 、 a, e, a, 的 像 , 则 空间 中 任 一 向 量 & 的 像 就 知 
道 了 . MA FREH. 
定理 1.4.3 Ra, wu，… a, En 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , Ti’ T, € 
LOV, MT = T, 的 充分 必要 条 件 是 
T, (@,) = T: (G,) G = 1, 2,., n) 
证 ”由 线性 变换 相等 知 , 当 工 二 TT 时 , 必 有 TT(6) = T, (G) G = 1, 2, ==, 
n). 现在 只 要 证 明 对 任 一 向 量 a € V ,等 式 T i (G) = T: 成 立 . H 
T (G) = T (z,G@, + zat + ` + r,@,) 
= z, T, (G, ) + m=, T, (G,) + *** + aT (@, ) 
= z T, (@,) + x=, T, (@,) +e + z, T, (G, > 
= T, G, 十 To02 +H: + z,G@,) 
= T, (Œœ) 
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结论 成 立 . ”加 
定理 1. 4. 3 的 意义 就 是 ,一 个 线性 变换 完全 被 该 变换 在 一 组 基 上 的 作用 所 决 
定 . 下面 我 们 进一步 说 明 , 基 向 量 的 像 却 完全 可 以 是 任意 的 . 
定理 1.4.4 设 Qi, ,0 Q, 是 nn 维 线性 空间 V 的 一 组 基 . 对 于 任意 一 组 向 
量 B. ?9 B, 9 °°". B. € V, 一 定 存在 VV 上 唯一 的 线性 变换 T. {E 


Tæ) =B, i=1,2,.,n 
证 先 证 存在 性 . 设 Va € V. m. 
@ = x% + z;,G@, + H+H TA, 
我 们 定义 V 的 变换 工 为 
T(e) = zB + =,B, + + an Py 


下 面 证 明 个 是 线性 变换 . 
EV 中 任 取 两 个 向 量 @, P: 


a = x,G@, + r0, + + z,@, 
B= y0, + y0 tT yA, 
于 是 
a+ = (xz, + yi )G@, + (z, + y, )@, +- Cz YO 
ka = (Ez,)@, + (Ëz,)@, +r + (&z,)@&, 
故 . 
T(m+ B) = (z, + x,3B, + (z; + ybe + `: + (z, + y,)B, 
= (zB + ab + `: + z, B.) + (AB, + yB + + y, B.) 
= T(@) + T(B) 
Tka) = (&x,)B, + (&x,)B, t+ (&z,DB, 
= klab, + >B, + --- + =, B.) 
= kT(@) 
因此 , T € LCV). 又 由 
a; = 00 十 …… 十 00 1 十 10; 十 O01 十 十 00,， i=l, 2, "nn 
所 以 
T(a,) = 0B, ++ 0B + 1P; +B 十 … 十 0 及 = B. 
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唯一 性 由 定理 1. 4. 3 可 得 . | 口 
有 了 上 面 的 准备 ,现在 我 们 可 以 研究 线性 变换 和 和 矩阵 的 关系 . 
定义 1.4.2 iW e, s 0 @, 是 数 域 下 En 维 线性 空间 Vv 的 一 组 基 . TEV 
上 的 一 个 线性 变换 . 基 向 量 的 像 可 以 由 基线 性 表示 


Tœ) = an, 十 azl02 A +H an, 


T(@,) = ax@, 十 axG@, 十 … Hant, 


T(@,) = a,,G, +a, @, 十 … -十 CQ， 
用 和 矩阵 来 表示 就 是 
Tea， G, `... a) = (CT), T(G@,), wos Ta, )) 


一 a, Q, s... C@ A 


其 中 
a&i a Ain 
aG Az a>, 
A= : 
Qn An am 
ERE A 称 为 线性 变换 了 Ea, G,, e, G, FIER. 
i 1 a 
例 1.4.5 BAB = (, 1 ) ,线性 空间 


Xiu Tiz 

v=fx- | Til + Tz = 0, Tij er} 
T2 Tz 

` T(X) = BIX—X'B 


试 求 V 的 一 组 基 , 并 求 工 在 所 求 基 下 的 矩阵 . 
解 ” 先 求 V 的 一 组 基 


E ( °) E ( ) E, — (° °) 
NO —1 7 \00 ”Lo0 


则 线性 变换 TEHE , E, E, 下 像 


”定义 线性 变换 
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TE) = B'E, — ETB = ( 


0 1 
T(E,) = B'E, — E; B = (_ = E, —E, 


、 0 一 1 
T(E,) = B'E, — ETB = n E, +E, 
从 而 线性 变换 TEWE, E,, E, 下 的 和 矩阵 
0 0 0 
A= —1 1 —1 
1 —1 1 


从 定义 1.4.2 知 ,在 取 定 一 组 基 后 ,我 们 建立 了 由 数 域 下 上 2 维 线性 空间 上 的 
线性 变换 LOVAR F EH n Xn 和 矩阵 的 一 个 映射 . 前 述 定理 1. 4. 3 说 明 这 个 映 
射 是 单 射 ,定理 1. 4. 4 说 明 这 个 映射 是 满 射 . 即 说 明 在 二 者 之 间 建 立 了 一 个 双 射 . 
从 而 有 下 述 定理 . 

定理 1.4.5 ORF bn 维 线性 空间 V 的 所 有 线性 变换 构成 的 线性 空间 
L(V) ,在 取 定 Y 的 一 组 基 后 ,LCOV) 与 数 域 下 上 一 切 n Xx 矩阵 所 构成 的 线性 空间 
F >n 是 同 构 的 . i 

证 由 前 面 分 析 知 ,只 需 证 明 保 持 线 性 运算 . 设 m ，o ，… G, 为 V 的 一 组 
基 ， T° T, € LCV), H 

T, (Œ, Q, "°. a,) = (CA Az, °° @ A 
T: C0 ，02 ，…， oo) = (0, G,, +=, @,)B 
则 
(T. + T,)(G@, » G, , "°, æ) = Tı (æ r Q, `°. a) + T, (G@, s 0, "°°, a) 
3 (a, C2，…， a,)A + (G. > Qs `°". GB 
= (G, G, .... a,) (A +B) 
(kT) (a, » Œ, "°" 5 æ) — RLT, (CAR Q, -ea a,)] 
= k(G,, @,, ---, 0)A 
== (CAR Q, t, 0,) (kA) 
故 LV 2 Fe 口 
推论 1.4.1 dim L(V) = dmF™= °. 
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利用 线性 变换 的 矩阵 可 以 直接 计算 一 个 向 量 的 像 . 

定理 1.4.6 设 线性 变换 工 在 基 ci， 2，…，0 下 的 矩阵 为 4, 向 量 a 在 基 
QQ，02，…, 0, 下 的 坐标 为 (zi ，zz，…， za) M TOEF a, a, e, 0 下 的 坐 
PRCO 7 Yz "s y.) 为 


yı Zl 
> —A T 
Yn = 
证 ”由 条 件 知 
Tı 
T2 
a = (G, , 0,， , @,) . 
<, 
Tı 
T? 
Ta) = (Ta), Tæ), .... Ta, )) . 
Lz, 
Tı 
. = 
= (G, ， Q, ``", @ )A . 
<, 
yi 
y 
又 To = Cm zs | 
Yn 
从 而 有 
yı Tı 
Y2 =A K 口 
Yn Tn 


最 后 MAREE BER TAE F3EPE2 38036. 
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定理 1.4.7 T En 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 工 在 基 om , a, =, 0, 下 
KERJ A TEH B, 应，…， B, 下 的 矩阵 为 B, 则 矩阵 4 与 B A1, ABIT A 
PE P, {E14 B = P 4P; 反之 ,如 果 两 个 矩阵 相似 ,那么 它们 可 以 分 别 看 做 同一 线性 
变换 在 两 组 基 下 的 矩阵. 
证 ” 设 ” 维 线性 空间 中 的 线性 变换 工 在 两 组 不 同 基 

Qis, @G,, 0, 

B., Bz, PONa B, 
下 的 矩阵 分 别 为 4 和 召 , 即 


T(@,, Ce °° @,) = (CA Ca ，… æ, )A 


TB., Bz; `... B.) = $» B. , Hae b.) B 


又 设 
(Bi, Bas = B.) 一 (0 ，02 ，…，0) 卫 
则 有 
TB > B» =, B.) = TEC, a, +, G.) P] 
一 [Ta , @,, +, G.) JP 
= (G, , @,, "s G )AP 
= (Bb, PB, +» BDP 'AP 
因此 得 


f B = P AP 
反之 , 若 卫 = P AP. Et T fEG,, G,, e ,下 的 矩阵 为 4, 令 
(B., Bs =, B.) = C0, a, =, CP 
BRB, Bo e B. 为 基 , 这 时 
TB, B, =s B.) = TT, @,, 0,)P] 
= T(G, , @G,, e, aP 
= (G, G@,, ，…， C@ )4P 
= (B., B, s BPAP 
= (B, B. 1» B.)B D 
相似 矩阵 的 概念 及 一 些 性 质 , 读 者 已 熟知 ,在 此 不 赣 述 . 
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例 1.4.6 对 于 例 1.4.5 中 定义 的 线性 变换 工 , 求 线性 空间 V 一 组 基 , 使 得 T 
在 所 求 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 
解 ” 在 例 1.4.5 中 ,已 经 求 出 线性 变换 芽 在 基 E,, E, E, 下 的 矩阵 为 


0 0 0 
A= —1 1 —1 
1 —1 1 


FEDERE A 对 角 化 . 先 求 A 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
H AE — A| = 2 Q — 2) 得 特征 值 
a =i =O N=2 
当 = À, 二 0 时 , 解 方 程 组 (XE 一 A)x — 0 的 特征 向 量 
p=(,1,0", pz= (0,1,1) 
34 À, = 2 时 , 求 得 特征 向 量 
| ps = (0, 1, — DT 


令 
1 0 0 0 
P= (pi: P» p.) = |1 1 ， A = 0 
0 1 —1 2 
从 而 有 
P 4P 一 人 
令 
B, B, B.) = (ŒE, E, E,)P 
1 0 0 
= (E, E, , E,) 1 1 1 
0 1 —1 
一 (E, 十 E,， E, 二 Es， E, — E, ) 
即 
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0 1 
= E, —E, = [ ) 
B. 2 3 一 可 0 


k B, Bo B, 是 V 的 一 组 基 , 且 荆 这 个 基 下 的 矩阵 为 对 角 秆 阵 A. 


Pa 


1. 按 通常 矩阵 的 加 法 及 数 与 矩阵 的 乘法 ,下 列 数 域 玉 上方 阵 集合 是 否 构 成 下 
上 的 线性 空间 ; 
0 a 


D 全 体形 如 ( o ， ) 的 二 阶 方 阵 的 集合 ; 


(2) 全 体 冯 阶 对 称 ( 或 反对 称 . 上 三 角 ) 抢 阵 的 集合 ; 
(3) V = (X | AX = 0, X € F”) (A 为 给 定 的 n 阶 方 阵 ). 
2. fE n 维 线性 空间 FF" 中 ,下 列 n 维 向 量 的 集合 WW, 是 否 构 成 F" 的 子 空间 : 


(DW = (Ca, Gos °°". an) Da = 1): 
i=1 

(2) W = (ca, Ags °° ap) Sia = o}; 
i=1 


(3) W = (@ = (a; azs s a)" | Aa = 0, A € F”%), 
3. Æ mX n 维 线性 空间 R"“" 中 ,下 列子 集 岗 是 否 构成 R" KFE [B] ; 


(GD Ww = (ala = GS Si =1); 


i=1 j= 

(2) W = (ala = (ay )。， > Da, =o). 
和 = 

4. 设 


w = I 上 .| € R? 


aqa, Qa 


an Fag = o} l 


(1) W W È R 的 子 空间 ; 
(2) 试 求 W 的 一 组 基 ; 


ORA (E 3 ) 在 所 求 基 下 的 坐标 ， 
5. 设 A= 人 1 )€ R22 . 


(1) 证 明 C(A) = (B € R? | AB = BA) 是 R*“ 的 子 空间 ; 
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(2) 求 C(4) 的 维 数 与 一 组 基 . 


1 0 0 1 0 0 0 0\ 
2x2 — — — — — 
6. TER mach 路 = 一 人 s= í, 中 和 一 人 ) 与 m= 


( es(i J) = m= i) 是 两 组 基 


(1) 试 求 £, E, 8, , Bs 到 Tho TL ， Th; M WWPHE EBE; 
(2) WR n. n. m, n B) E, Er, Ez, 8, 的 过 渡 和 矩阵 ; 


—1 ` : 
oka- ) 在 这 两 组 基 下 的 坐标 . 


7. 试 证 : 在 R° 中 ,由 (1， 1, 0, 0), (1, 0, 1, 1) 生 成 的 子 空间 与 由 (2， 一 1， 
3， 3)， (0, 1, —1, 一 ]) 生 成 的 子 空间 相同 . 
8. 试 求 R° 的 子 空间 
W. = {Cas Azs aso a4) | a, 一 C2 +a, — a, = 0) 


W, = ((a, azs as, A4) | a, +a, +a; +a, = 0) 


的 交 W, (1 W, 的 一 组 基 . 
9. 证 明 : 


Ti (zx, x) = (Xs， — z) 
T, zi, xz) = (zl1， — r) 
V (zl z+) € 到 ,是 R° 上 的 两 个 线性 变换 ,并 求 T, +T. 


- 1 
10. 设 B 二 Ë 


m F22, YX EF 定义 T(X) = XB. 
(1) 证 明 工 是 下 z? 上 的 线性 变换 . 
RT 
下 的 和 矩阵 . I 


f 0 1 
11. B= (, 


JE R°, 在 RY 中 定义 线性 变换 
TX) = XB 


试 求 RX? 的 一 个 基 , 使 工 在 所 求 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 
12, 在 R 中 ,已 知 线性 变换 TEE 


T 一 (一 1， 1, D7, n = (1, 0, —1)f, T = (0, 0, DT 
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下 的 矩阵 为 


试 求 工 在 基 8; = (1, 0, 0)T，, s, = (0, 1, 0)7, & = (0, 0, 1)" 下 的 和 矩阵. 
13. 在 多 项 式 空间 FIt]; 中 , 设 fO = Ti + xt + z,Ë 9 定义 变换 
T[ fO] = (z, + zs) + (z, 十 za) 十 (Zi + z,)Ë 
(1) WH T Æ Fir] 的 线性 变换 ， 
(2) 试 求 T#E3 1， É, Ë 下 的 和 矩阵 ; 
(3) 试 求 FLz], 的 一 组 基 , 使 工 在 该 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 
14. É T E R° 中 的 线性 变换 g, = (0, 0, D7, E, = (0, 1, 0)", E 二 (0, 0, 
DTME = (1, 1, 17, g = (1, 1, 0)", sZ = G, 0, 0) Æ R 的 两 组 基 , 且 
T(E!) = G, 0,07, TŒ) =(2,1, 07, TŒ) = (3, 2, D" 


K TEHE, 8, 8 下 的 矩阵 . 
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内 积 空 间 


第 1 章 介绍 的 线性 空间 中 向 量 的 基本 运算 仅 是 线性 运算 ,并 未 考虑 向 量 的 长 
度 、 向 量 之 间 的 夹 角 等 几何 性 质 . 本 章 的 任务 就 是 在 抽象 的 线性 空间 中 引入 这 些 概 
念 ,并 得 出 相应 的 结果 . 


IB 2. 1 内 积 与 欧 氏 空间 


我 们 先 来 回顾 在 几何 空间 R° 中 ,向 量 的 长 度 与 向 量 间 的 夹 角 是 如 何 定 义 的 . 
B a = (as az» az)” ,P= (b; bz» b)” € R:， 称 实数 


a -B = a,b, + a;b, + asb, 
为 向 量 z 与 及 的 数量 积 . 
由 数量 积 ,我 们 将 非 负 实数 |a| =G .a 称 为 向 量 w 的 长 度 (或 模 ). a, 都 
不 是 零 向 量 时 ,a 5; B IfA 0 的 余弦 由 


ap 
Ee 


cos = 


给 定 . . 
因而 可 以 看 到 ,在 几何 空间 R° 中 ,向 量 的 长 度 与 向 量 间 的 夹 角 的 概念 实际 上 
是 由 所 谓 的 数量 积 所 确定 的 . 所 以 ,要 在 一 般 线性 空间 中 赋予 度量 ,必须 先 将 数量 
积 的 概念 推广 . 

定义 2.1.1 设立 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 . WRX V 中 任意 两 个 向 量 &, B 
都 有 一 个 实数 ( 记 为 (a, B)) 与 它们 相对 应 ,并 且 满 足下 列 条 件 , 则 实数 (ga, 了) 称 为 
向 量 z 与 的 内 积 : 

(D (a, B) = (B, æ); 

Gi) Qa, B) = AG, B), à € R; 

Gü) (m +B, N = (@, y) + (B, y), Y € V; 
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(iv) (æ, a) 0, 当 是 仅 当 x 一 0 时 ,等 号 成 立 . 而 线性 空间 V 则 称 为 实 内 积 空 
间 , 或 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 ,简称 为 欧 氏 空间 . 
由 于 向 量 的 内 积 与 向 量 的 线性 运算 是 彼此 无 关 的 运算 ,所 以 不 论 内 积 如 何 规 
定 , 都 不 会 改变 线性 空间 的 维 数 . 故 内 积 空间 中 的 基 、 维 数 .坐标 等 一 些 相关 概念 与 
线性 空间 类 似 . 显然 ,内 积 空间 的 子 空间 仍 是 欧 氏 空间 . 
例 2.1.1 ÆR 中 ,对 任意 的 
a= (ajs aa), B= (bs bzs +t, bp)" 


EX (G, B) = aibi Harb: + +a,b,. 容易 验证 (a, 和) 满足 内 积 定 义 中 的 4 条 性 
质 , 所 以 是 内 积 , 称 为 R 的 标准 内 积 . 这 样 R" 就 成 为 欧 氏 空间 , 仍 记 为 R. 当 n = 
3 时 , (xc,，1) 就 是 通常 的 数量 积 . 

例 2.1.2 考虑 二 维 线性 空间 RO”. 如 果 对 任何 和 4, B € R”, E X 


(A, B) 一 > 27a;b,, 
i=] j=l 


则 容易 验证 (4, 也 ) 满 足 内 积 定义 中 的 4 条 性 质 , 故 是 Re "的 一 个 内 积 . 
例 2.1.3 设 R[c, 5 表示 定义 在 闭 区 间 [a, 5jJ 上 的 全 体 实 值 连续 函数 的 集 
合 , 则 R[a, 5 是 RR 上 的 一 个 线性 空间 , 对 任意 C), g(x) € R[a, b] FF, 


b 
人 f Feds 


容易 验证 R[ a , 5bj 关 于 以 上 内 积 也 成 一 欧 氏 空间 . 
同样 地 ,线性 空间 R[ <], Ric], 对 于 例 2. 1. 3 中 定义 的 内 积 也 构成 欧 氏 空间 ， 
由 定义 可 以 推 得 内 积 (&, PRA FIER : 
Ci) (a, àB) = sa, B); 
Gi) æ, B+Y) = a, B) + (@, 7); 
Gü) (æ, 0) = (0, B> = 0. 
其 中 (ii) 的 证 明 如 下 : 
(a, 0) = (a, OB) = 0(G, B) 一 0 


由 定义 2. 1. 1 中 条 件 (iv) ,有 (a, a) >0, 所 以 对 任意 向 量 e, / (G, (0) 是 有 意 


义 的 . 因而 可 以 定义 a 的 长 度 . 
定义 2.1.2 设立 是 内 积 空间 ,对 任意 we € V, 称 


lal =V (æ, a) 
为 & 的 长 度 . 
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显然 ,向 量 的 长 度 一 般 是 正 数 ,只 有 零 向 量 的 长 度 才 是 零 . 这 样 定义 的 长 度 符 
合 熟 知 的 性 质 | 


lkal —=|#| Mel 
这 里 &E R, @ € V. 事实 上 
| kæ | = Ga, ka) = /b' m, a) =| k | laj 
KEX 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 如 果 w 天 0, 有 


Terl- farlel= 1 


则 下 5 是 单位 向 量 . 这 种 对 一 非 零 向 量 除 以 这 个 向 量 的 长 度 成 为 单位 向 量 的 方 


法 , 称 为 向 量 的 单位 化 . 
关于 长 度 、 内 积 , 我 们 有 下 列 基本 定理 : 
定理 2.1.1 设 w, 是 欧 氏 空间 V 中 的 任意 两 个 向 量 , 则 必 有 


| (G, B) |< lol pl 


并 且 当 且 仅 当 a, 线性 相关 时 ,等 号 才 成 立 , 
证 p= 0 时 , 则 等 式 自然 成 立 . Fiz B> 0, < 


_ (a, B) 


=a pt 
则 有 
Pp A a haD 
G, p = (e pb B)= G, P) (a, B) = 0 
ECA AN ECA P> 
o< D= (Ea jph) Ew = [e WILD) 
_ 2:_ L (a, B) |’ 
= lel TIK 
即 | (a, B) |? < lal? BI? 


两 边 开平 方便 得 所 要 证 明 的 不 等 式 . 


aP 


=0 
TINA 
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因而 a, 有 线性 相关 . 口 
上 述 定 理 2. 1. 1 中 的 不 等 式 称 为 柯 西 - 施 瓦 芯 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 ,这 个 
不 等 式 有 着 非常 广泛 的 应 用 . 对 于 例 2. 1. 1 的 欧 氏 空间 R, E 
ae E a e 
对 于 例 2. 1. 3 的 欧 氏 空间 Ra, b] A 
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reogeoaz|< (f Pad)" (f'g adz) 
定理 2.1. 1 的 一 个 推论 是 
| ex 十 外 和 站 zl 十 8 
称 为 三 角 不 等 式 . 事实 上 ,由 于 
| ax 十 有 :一 (十 有 a+ B) = (a, a) +2, B) + (B, B> 
< lal? +2l] ejl BI + BI 


= (lal + IPI? 
两 端 开 平方 即 得 . 
当 a, 都 不 是 零 向 量 时 ,由 柯 西 - 施 瓦 区 不 等 式 可 得 
| (a, B) | 
[alipi <! 
亦 即 
_ (G, B> 
1S Tajip S} 
因此 ,我 们 可 以 用 等 式 
_ _ (a, DP) 
cos = Tal IB] 


来 定义 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 0, 且 限 制 2 DREE o << =. 4a, B) = 0 Bh, 
a, PREX, HWA al B. 
92.1.4 若 w, 有 请 是 两 个 正 交 向 量 , 则 


le+BI] = lal? + I8? 
这 利用 内 积 性 质 及 正 交 条 件 是 不 难 证 明 的 . 这 里 留 给 读者 作为 练习 . 
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M 2.2 ” 欧 氏 空间 的 正 交 基 


定义 2.2.1 欧 氏 空间 V 中 一 组 非 零 的 向 量 ,如 果 它 们 是 两 两 正 交 的 ,就 称 为 
一 正 交 向 量 组 . 
不 难 证 明 , 正 交 向 量 给 是 线性 无 关 的 . 事实 上 , 设 正 交 向 量 组 G, G,, --., G. 有 
一 线性 关系 
ka, + b,@, +t +ka, = 0 
Ha 与 等 式 两 边 作 内 积 , 即 得 
k,(G,, G.) = 0 


H a, Z 0,88 (a, a); > 0, Ai k, = 0 G = 1, 2, =, s). 这 就 证 明了 ol a,, +, 
a, 是 线性 无 关 的 ， 

定义 2.2.2 在 n 维 欧 氏 空间 中 ,由 个 向 量 组 成 的 正 交 向 量 组 称 为 正 交 基 . 
如 果 正 交 基 中 每 个 基 向 量 的 长 度 都 等 于 1, 则 这 组 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 . 

WARE Yo Vo teo Yy En 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 非 零 向 量 , 且 满足 条 件 
1， 当 ;一 7 
0， 当 i 关 j 
G, j = 1, 2, 1, n) , Wi Yis Yas YY, 即 为 一 标准 正 交 基 . 

Ea, a,, …，&. Jen 维 欧 氏 空间 Y 的 一 组 基 , 要求 Y 的 一 组 标准 正 交 基 . 这 
也 就 是 要 找 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 y, Y s Y. Ë Nio Ys s Y, 与 G), 
a, = a, 等 价 . 这 样 一 个 问题 , 称 为 把 m ，m ，…， a, 这 组 基 标 准 正 交 化 . 

我 们 可 以 用 下 列 办 法 把 a, a, = a, 标准 正 交 化 : 取 


(y;, Y) = 


B. = a, 
(a,, B) 
B. = a, (Bp, B.) 1 
B. 一 a, (CaP B.) . Ca， B.) B 


BB)' O Ba Ba) 


Fa IWE B. , B... .... B. 两 两 正 交 , 且 B. Bz; .... B. 与 wi， Qz, 0 等 价 . 
然后 只 要 把 它们 单位 化 , 即 取 
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PR 


Y, 一 B, , Y, esa 


1 ona 
TA IB 1 o TB 


就 是 V 的 一 个 标准 正 交 基 . 

上 述 从 线性 无 关 向 量 组 G, ，0 ，…，0, FREZARE B Bo es 及 ,进而 
得 到 标准 正 交 向 量 组 Yis Yos teto Yn 的 过 程 称 为 施 密 特 (Schimidt) 正 交 化 方法 . 由 
此 可 得 以 下 定理 . . 

定理 2.2.1 任 一 7 维 欧 氏 空 间 V 都 存在 标准 正 交 基 

推论 2.2.1 Ba, 0@,…, m, Ren 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 , 则 在 V 中 存在 标 
准 正 交 基 Yis Y; ts ,使 得 

(CO ，02，…，00) = (Yi, Yas YIR 


其 中 RR 是 主 对 角 元 为 正 数 的 上 三 角 和 矩阵 . 
证 由 上 面 的 施 密 特 正 交 化 过 程 ,有 等 式 


a, =B, 
_ (€, B.) 
ae Sa, 
9 n? (G,, ma) 
(O, B.) Ca, L L... + B 2 Ba +B, 


a, T (及 ， B) i a (及 ， B) (Bs, B...) á 


ĦA y, = 一 一 一 及 (一 1，2，…，7) 有 


T5 | 
B. = | B| y, ¿=1,2, sn 
代入 得 
a = || B, | 7, 
a, = (G@,, Y,)7, + || B, || 7; 
a, = (G,, VOW + (G, , VY + + (G,, Y, iY, 1 + || B, || Y, 
所 以 有 


IB, | Cæ, y) … C» Y.) 
TARREI 
(Ci ， G, we te a) 5 (G A Yas H. Y) s I 
IB. | 
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一 Ys Yz, .... Y,)R 口 
为 什么 在 欧 氏 空间 中 总 是 取 标 准 正 交 基 , 而 不 用 一 般 的 基 呢 ?下 面 的 一 些 性 
质 可 以 看 出 一 些 理由 . 


定理 2.2.2 7, Voce, Y, Èn ERRAN V 中 的 一 组 标准 正 交 基 ,对 任 
意 C GE YY， 一 xY + z; Y; + +,Y, + 则 


Ti = (G, Y.), í=1,2, e,n 
证 BY, Y, =, Y, Æ V 的 一 组 标准 正 交 基 , 对 任意 & € V, m — z,Y, + 
zY, 十 十 ZY 用 7 在 等 式 两 边 分 别 作 内 积 , 有 
(@, Y) = ais Y.) + T (z, Yis Y.) HeH (m,Y,, Y,) 
= z,(Y,, Y), ¿(= 1, 2, ,nn 
由 (7;, y.) = 1 知 
z = (Ge, Y), ¿=1,2, =, n 口 
定理 2.2.3 BN, Y,, ces Yn Hn ERREN V 的 一 组 标准 正 交 基 , 对 任意 
a,B 8 V, # 
æ = xY, + x; Y + + z,Y, 
B= yy yy + y,Y, 
则 
(G, B) = zx, H rzy H EEY 
证 ”由 内 积 性 质 及 标准 正 交 基 的 定义 可 得 . O 
由 此 可 见 , 在 标准 正 交 基 下 ,有限 维 欧 氏 空间 向 量 内 积 可 以 由 坐标 的 一 个 简单 
表达 式 来 描述 ， | 
定理 2.2.4 Br, neto Tni Th; bo o n AEn 维 欧 氏 空间 V 的 标准 
正 交 基 , 且 有 
(mo no oo Mm) = is Yas A 


则 4 是正 交 和 矩阵 . 
证 设 Yı 9 Y: soets Y, 及 n, 2. Ms s’ N, 是 n 维 欧 氏 空 间 V 的 两 组 标准 正 交 


(m; Tp. “5 TI.) = (y. Yz» .... Y, ) 
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因为 Tho Ms °° n, 是 标准 正 交 基 ,所 以 
0， 当 ; 天 7 


HERE A 的 各 列 就 是 和 ,和 h，…, M 在 标准 正 交 基 7 ， Yas es Yn 下 的 坐标 ,由 
定理 2.2.3 有 


(m, n) | 


这 组 关系 式 表明 和 矩阵 4 满足 等 式 
A'A =E | 
其 中 4 是 4 的 转 置 矩阵 . 可知 4 为 正 交 矩阵 . 口 


HHE 2.3 欧 氏 空间 的 同 构 


所 有 的 有 限 维 线性 空间 可 以 按 其 维 数 进行 分 类 ,对 内 积 空间 来 说 也 有 相同 的 


”分 类 结果 ,本 节 我 们 研究 这 一 问题 . 


定义 2.3.1 设 V 与 W 是 欧 氏 空间 ,如 果 存 在 一 个 线性 空间 的 同 构 T; V— 
W 使 得 对 任意 的 g, BE V, 有 


(T), T(B)) = (a, B> 


则 称 工 是 内 积 同 构 映 射 ,而 V 与 W 称 为 是 同 构 的 . 

内 积 同 构 映 射 除了 要 保持 线性 空间 的 线性 运算 外 ， 还 必须 是 保持 内 积 运 算 的 

内 积 同 构 关系 显然 也 满足 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

与 线性 空间 一 样 , 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 2.3.1 设 V 与 W 是 有 限 维 网 氏 空间 , 则 V 与 W 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 
dimV = dim W. 

证 如 果 V 5 W 是 同 构 的 , 则 它们 也 是 同 构 的 线性 空间 , 故 由 线性 空间 的 同 
N, dimV = dim W. 必要 性 成 立 . 

反之 , 设 dimV = dimW. # V É W 中 分 别 取 标准 正 交 基 {o ，o，…， 0,}， 
(B. B », B... 定义 映射 T: V—W 为 


T) = T(=m,G, + xz;@, 十 十 Da) = zB Hab + + z, B, 
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其 中 @ 二 Da =, 为 V 中 任 -一 元 . 易 证 ,是 线性 空间 V 与 W 的 一 个 同 构 映射 
我 们 证 明 工 是 保持 内 积 运算 的 . ER p = Ya + yA 十 … 十 ya € V, Bj 


(Ta), T(>) = (DzP, 51y B.) = Szy: = (a, P>) 
i=1 j=l i=} 


所 以 ,V 与 W 是 内 积 同 构 的 . L] 

定理 2.3.2 WV, W 是 有 限 维 欧 氏 空间 , 则 V 与 W 是 内 积 同 构 的 充 要 条 件 
是 存在 映射 了 : V — W V 的 标准 正 交 基 映射 成 W 的 标准 正 交 基 . 

证 设 V 与 W 是 内 积 同 构 的 , (8, 8, e s,} 是 VV 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 存 
在 内 积 同 构 映 射 T: V—W. 由 于 T 也 是 线性 空间 的 辣 构 映射 ， aA TCE), 
T(8,), t, TED 28k W 的 基 . RIMER TE), T), e, TED } 是 标准 正 交 
的 . 事实 上 ,有 

(T(s), TE) = (sg, s.) = Ó, i j=l, 2, gn 


所 以 ,必要 性 是 成 立 的 . . 

”反之 ,假设 有 映射 T: V 一 W 将 V 的 标准 正 交 基 {81 ，g ，…， 8,) 映 射 成 W 的 
标准 正 交 基 {T(s)，T(s)，…，T(s,)}. 可 知 工 是 线性 空间 的 间 构 ,因而 我 们 只 
需 证 明 了 是 保持 内 积 运算 的 . 

MER a = x,8, 十 zzgs 十 … 十 TogB 月 一 Bl 十 yoB +" + ys, € V, H. 


(Tæ), TAD = (ETE, Yy TE) = X zy, TE), TE) 
i=l j=1 iJe . 


= J ry: = (a, P) 
£=1 


这 就 证 明了 充分 性 . 器 
由 定理 2. 3. 2 知 ,所 有 维 欧 氏 空 间 V 均 与 R" 同 构 . 


HH 2.4 正 交 补 _ 


定义 2.4.1 RW, W, 是 网 氏 空间 的 两 个 子 集 , 如 果 对 任意 & c W., p € 
W, fi (a, B> = 0, 则 称 集 合 W. 与 W, 是 相互 正 交 的 , 记 为 W, | W,. 

如 果 W, , W, 是 有 限 维 的 非 平 凡 子 空间 , 则 容易 证 明 W, LW: SENAC 
们 的 基 是 相互 正 交 的 . . 

一 个 向 量 与 一 个 子 空间 正 交 的 充 要 条 件 是 该 向 量 与 子 空间 的 基 正 交 ， 
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例 2.4.1 设 W 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 子 集 .证 明 V 中 所 有 与 W 正 交 的 向 量 
所 成 之 集 是 Y 的 子 空间 . 

证 i Wi= {B| (B) LW). IERP, B, EWH, A, 72 为数, 则 对 任意 we 
W, 有 


(B, + AB, ，C) 一 À, (B. , a) +A, (B, , @) = 0 
k AB + AB, € Wi. 这 就 证 明了 Wt+ 是 子 空间 . 
定义 2.4.2 WT #K⁄ W 的 正 交 补 . 
定理 2.4.1 设 W 是 欧 氏 空间 V 的 有 限 维 子 空间 , 则 


v=w@e@w- 
证 取 多 的 标准 正 交 基 {B ，s ，…，8n)} ,对 任意 的 w € V, 令 
a = (Q, 8.28, + (G, £&)E, +-+ (a, E)E, 
a” =a—a 
则 由 定义 可 知 , a € W. FiE a” € Wt ERE j= 1, 2st mA 


a”, £) = (m — ma, E) == (G, g.) —(@', £) 
== (@. s) — ( > (a, E; )E;» g) 
i=] 


= (€G, €) 一 Xa, E) (E; E) 
= (€, TEE £) = 0 
所 以 
a =a +8" € W +W+ 
此 时 V = W +W- 
若 存 在 BE W n W, J| 22 48 
(B, B) = 0 
从 而 B=0 
故 v—-w@ewi D 
推论 2. 4.1 V 是 有 限 维 欧 氏 空间 ,W Æ V 的 子 空间 , 则 W =W. 


由 定理 2. 4. 1 知道 ,对 每 个 V 中 的 向 量 @, 必 可 以 找到 W 中 的 唯一 向 量 @ 及 
W+ 中 的 唯一 向 量 @ ,使 一 w +a”, 我 们 称 w 为 w 在 子 空间 W 上 的 正 交 投 影 ,V 
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中 的 向 量 在 其 子 空间 W 上 的 正 交 投影 具有 重要 的 几何 意义 . 
定理 2.4.2 设 W 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 , a € V. 若 m 是 a 在 W 上 的 正 交 
投影 , 则 


la—a || = miple—pl 

且 使 上 式 成 立 的 m 是 唯一 的 .| x 一 w | 称 为 向 量 w 与 we 的 距离 . 

证 ”我 们 要 证 明 的 是 定义 在 W 上 的 非 负 实 值 函 数 a 一 P|. peW 在 W 上 
可 以 取得 唯一 的 最 小 值 点 G. 

由 正 交 投影 的 定义 可 知 , a, € W Haa € W+. 对 任意 的 Be W, 因 

a—ß = (a —a,) + (a, — B), oo —B <€ W 
故 G — G L Co 一 及 从 而 
le—BIE = la—a | + la,—B]22 |a=? C2.4.1) 


这 说 明 函 数 | wx 一 让 有 下 界 |a—a, ||. TRR BS = a, 时 ,该 函数 可 以 达到 这 个 
下 界 , 所 以 


| ex 一 oo | = min | wx 一 好 | 
如 果 还 有 m € W, 使 


, . 
G — a = 人 一 G 一 
| o | = le— || = min || a—8 || 


则 由 式 (2. 4. 1) 知 


| a— a; | 一 la Qo |l 2 | | Qo G; ll ° = || a — a, |l 2 


从 而 有 

| læ — a; || =o 
于 是 Co = G; Ll 

定理 2. 4. 2 说 明 , 向 量 @ 31] W 的 各 向 量 间 的 距离 ,以 垂 线 ‖ a 一 om 最 短 . 

例 2.4.2 证 明 Ri 中 定点 (xo， yo z AEAF M Ar 十 By 十 Cz 二 0 的 距离 
等 于 . 

| Ax, 十 Byo + Czo | 
VA + B° +C 

证 平面 上 的 所 有 向 量 构成 之 集 是 R 的 子 空间 , 记 为 W. 根据 定理 2. 4. 2, 18% 
HE a= (t yo z) UW 的 正 交 投影 为 qo 时 ,@ 到 W 的 距离 应 为 | e—a ||. fB 
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R = W O W: ,N)k4 a” c Wi, a = w +a", 从 而 
le) = | æ—a |j 


所 以 只 要 求 出 & 在 W+ 上 的 正 交 投影 a”, 则 由 上 式 即 可 以 得 出 e 3| W 的 距离 . 


1 
取 e = ———— —Üd0, B, O), lJ (e) E: Wt KIRE „FR, a” = 
arre e} 是 标准 正 交 基 , 所 以 ,ec 
(a, De, 从 而 
[| 
VA +B +C 


定理 2.4. 2 所 阐述 的 简单 的 几何 事实 可 以 用 来 解决 一 些 实际 问题 . 其 中 的 一 
个 应 用 是 解决 最 小 二 乘法 问题 .下面 我 们 用 欧 氏 空间 的 概念 来 表达 最 小 二 乘法 ,并 
给 出 最 小 二 乘 解 所 满足 的 代数 条 件 . 

设 有 方程 组 

Ax =b 

这 里 A 一 (G), ° b = (Ó, , bzs .... b)”, x= (CA s Egs °" 5 ax)" (x<, 为 实 变数 ). 
如 果 方 程 组 无 解 , 则 称 之 为 不 相 容 . 此 时 ,只 好 设法 找 出 一 组 数 zl, zt，…，x? ,使 
平方 偏差 


Š = 5 (aazl Fagz + +H apt, — b)? 
TY 


最 小 . RARA ATEA RR, AA riki he R 3838. 

$ y= Ax, 则 y 当然 是 一 个 n 维 列 向 量 . 上 述 乎 方 偏差 ó 也 就 是 lyell? 
而 最 小 二 乘法 就 是 要 找 出 一 组 数 zf ，x2，…, z; ,使 y 与 b 的 距离 最 小 . 

设 A = CA 2 G,, ， a,), a, 表示 A 的 第 i 列 , 则 有 

y = xG, F rA +- "° + z.,G@, C2. 4.2) 

显然 yE Span(oi， A, °°. a) 9 故 最 小 二 乘法 可 以 叙述 为 : 求 x 使 y—b | í 最 
小 , 即 在 Span(z, s 0z, "°" C@ } 中 找 出 一 向 量 y, 使 得 向 量 b 到 y 的 距离 比 到 子 空间 
Span{@, » 0 w,} 中 其 他 向 量 的 距离 都 短 . 

由 定理 2.4.2 知 , 若 式 2.4. 2 中 yy 为 所 求 的 向 量 , 则 

c =b—y= b—Ax 

必须 垂直 于 子 空间 Span(@,, G,, **, G@,) ;为 此 有 


(c, œ) = (e, G@,) = "= (e, a) = 0 
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这 条 件 相当 于 
aic = 0, c=0,., ale = 0 
这 组 等 式 相 当 于 
AT(b—Ax) 一 0 
即 
ATAx 一 AID 
这 就 是 最 小 二 乘 解 所 满足 的 代数 方程 . 
例 2.4.3 设 


A = 


1 1 1 
4 1j, b= |1 
3 O 1 


求 方程 组 4x = b 的 全 部 最 小 二 乘 解 . 
E 易 知 4x 二 6 是 不 相 容 方程 组 , 且 


6 12 3 4 
12 26 5|,  ATb= |8 
3 5 2 2 
求解 Ax = b 是 不 相 容 方程 组 A "A = A'b: 


ATA 一 


3 2 
1 0 2 3 
T T —> ss. —> 
(ATA, ATD) o 1 —1 Ó 
2 
0 0 0 0 
得 全 部 解 
2 
0 0 


i 2.5 正 交 变 换 


本 节 在 欧 氏 空间 上 讨论 一 种 特别 的 线性 变换 一 一 正 交 变换 . 
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定义 2.5.1 设 工 是 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 , 若 工 保持 V 中 的 向 量 内 积 不 
变 , 即 对 任何 的 a, B € V, 都 有 


(Ta, TB) = (a, B) 


则 称 工 为 六 上 的 一 个 正 交 变换 . 

正 交 变换 可 以 从 几 个 不 同 的 方面 来 加 以 描述 . 

定理 2.5.1 É T En EKREN V 的 一 个 线性 变换 , 则 下 列 各 个 命题 是 等 
价 的 : 

G) 工 是 正 交 变换 ; | 

GD 工 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 对 任 一 和 EV, 都 有 1 Ta || = all; 

Gü) Hes e, =, e, 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 Te,, Tez, 0, Te, 也 是 了 
的 一 组 标准 正 交 基 ; | 

Gv) THE V 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 甜 阵 . 

证 OSGD 

若 工 是 正 交 变 换 , 则 由 定义 知 

(Ta, Ta) = (a, a) 


两 边 开平 方 得 
| Tal = ia| 
反之 ,车工 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 
| Ta | — /CTa; Tay = el =v, a 
J TBI —=/CTB, TPY = | B| = G, P> 
则 | 
(Tae, Ta) = (@, @) 
CTB, TB) = (B, P) 
同样 有 


(Ta +P), T@+) = (G+ B, «+B) 
将 上 式 两 边 展开 即 得 ， 
(Ta, Ta) 2(Ta, TB) + (TB, TB) = (G, a) + 2(G, B) + (B, B) 
从 而 有 
(Ta, TP) = (a, B) 
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即 工 为 正 交 变换 . 
OSGi 
设 下 是 正 交 变换 , 则 对 V 的 任意 一 组 标准 正 交 基 el，e2，…， @, ,都 有 
1, 当 i=j 
,， Te.) = (e, e) = 
(Te,, Te;) = Ce, e) 0， 当 ;二 7 


这 里 i， J = 1, 2, 0, n, X Te,» Tez, eeey Te, 也 为 Y 的 一 组 标准 正 交 基 . 
反之 , 当 el，ez， *°*, @, 是 标准 正 交 基 时 ， Te, Tez, .... Te, 也 是 标准 正 交 
基 , 则 对 Y 中 任意 两 个 向 量 


a 一 Ti1@] + T26; 十 … 二 Tne, 


B= Vrei 十 yaes 十 … 十 yne。 


便 有 
Ta = x, Te, + z; Te, + + z, Te, 
TB = y, Te, + x; Te, +1 + y, Te, 
因此 | 
(Ta, TB) = ziy, zoy + + z,y, = (a, B) 
从 而 工 是 了 上 的 正 交 变换 . 
GiD Civ) 


设 工 在 标准 正 交 基 ei， ez，…，en 下 的 矩阵 为 4, 即 有 
Te, = Slave, ¿= 1, 2, =", n 
# Te, » Te; .... Te, 也 是 标准 正 交 基 , 则 44 可 以 看 成 由 标准 正 交 基 e; C2, en 
到 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵, 从 而 A 是 正 交 和 矩阵 ;反之 ,着 4 是 正 交 矩阵 , 则 


d z z l, “i=j 
(Te,, Te,) = (Zaver 2 ave) 一 nas = lo, i 


最 后 一 步 是 因为 ATA = E (A 为 正 交 矩阵) ,这 里 i, j= 1, 2,…, n. 这 说 明 Te, , 
Te, .... Te, 也 为 标准 正 交 基 . 
这 样 ,我 们 证 明了 (一 (iv) 的 等 价 性 . 口 


例 2.5.1 设 G= (0 在 本 上 定义 旋转 变换 了 :对 于 任意 xE 
R? ;定义 Tx = Gx, 则 T EE R’ 上 的 正 交 变换 . 
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证 ”由 于 正 交 和 矩阵 G 是 下 在 标准 正 交 基 e; = (1, 0)7, e, = (0, D FREE 
阵 , 所 以 工 是 正 交 变换 . 
例 2. 5. 2 [Householder( 豪 斯 霍 尔 德 ) 变换] 在 欧 氏 空间 R 中 ,对 任 一 向 量 
a ER". 定义 
Ha = (E — 200" )a 


式 中 ,下 为 ” 阶 单位 矩阵 ;@ 是 R" 中 的 单位 列 向 量 . 则 H E R" 的 正 交 变 换 . 
证 因为 
l Ha = Ea — 2w" a = a — 200, a) 
所 以 
(Ha, Ha) = (a — 20(0%, G), a— 200, @)) 
= (G, a) —2(a, (@, 0)0) —2((0, OW, G) 
+ 4((@, a)w, (@, @)@) 


= (G, 0) 


AT H E R" 的 一 个 正 交 变换 . 

由 定理 2. 5. 1 知 , 在 标准 正 交 基 下 , 正 交 变换 与 正 交 和 抢 阵 对 应 . 由 于 正 交 和 矩阵 
的 行列 式 等 于 十 1 或 一 1, 我 们 通常 称 行列 式 等 于 十 1 的 正 交 变换 为 旋转 ,或 称 为 第 
一 类 的 ;行列 式 等 于 一 1 的 正 交 变换 称 为 反射 (镜像 变换 ) ,或 称 为 第 二 类 的 . 


me 26 西 空间 ( 复 内 积 空间 ) 简 介 


欧 氏 空间 是 专 对 实数 域 上 线性 空间 而 言 . 虽然 实 内 积 空间 理论 在 许多 问题 上 
扮演 着 重要 角色 ,但 是 还 不 足以 解决 所 有 的 问题 . 复 内 积 空 间 的 引入 可 以 弥补 这 一 
不 足 . 

定义 2.6.1 设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,如 果 对 V 中 任意 两 个 向 量 @， B 
都 有 一 个 复数 ( 记 为 (a, 外) 与 它们 对 应 , 且 满 足下 列 条 件 , 则 复数 (a, BD #k G 15 B 
的 内 积 : 

G) (ae, B) = (B, o); 

Gü Qa, B) = A(G, B), À € G; 

GD (mw+B, 7) = (G, 7) + (B, N. Y € V; 

Gv) (a, a) > 0, HEA e = 0 时 等 号 成 立 ， 

而 立 称 为 复 内 积 空 间 , 或 酉 空间 . k E (8, ORRE, a) BJ2E3 34 38. 
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例 2.6.1 Æ n ERER C" 中 ,如 果 对 C* 中 任意 二 向 量 w = (zi ，z e 
2 有 一 (并 定义 


kd 


(G, B) = z, y 十 Za y; + + x, y, 


” 则 容易 验证 (wx,， 8 有) 满足 内 积 定义 的 各 项 条 件 , 从 而 C" 构 成 一 酉 空间 . 

注意 ,内 积 定义 中 的 条 件 (iD 保 证 (x&，o) 是 实数 . 又 若 条 件 (D 不 作 这 样 规定 ,而 
仍 用 欧 氏 空间 定义 中 条 件 (D 的 规定 ,就 可 能 出 现 w 尖 0 但 (we, a) = 0 的 情形 . 例 
如 ,在 C 中 , 取 w 一 (3，4，5iD Z 0, E S (a, B) = riy Hary: Hry MEE, 
a) = 0; 但 按 例 2. 6. 1 中 定义 (a, a> = 0. 

酉 空间 C" 中 内 积 的 定义 可 以 简 记 为 


Ca, B) = aß" 


RE a, PHH n BE4T 8] Et; B ON B 0536355622. 当 a, 有 为 列 向 量 时 , 则 有 
Ca, B) =B'a, 这 种 表示 法 以 后 经 常会 用 到 . 

在 例 2. 6. 1 中 , 若 定义 (G, B) = tiy Hy: +" + TY, 则 内 积 定义 的 条 件 
GD 48 A 988. I 

由 于 本 空间 的 讨论 与 欧 氏 空间 的 讨论 相似 ,因此 本 节 只 简单 地 列 出 重要 的 结 
论 ,而 不 详细 论证 . 

首先 由 内 积 的 定义 可 以 得 到 ， 

G) (G, AB) = à Ca, B); 

Gi) (G, B+P = (a, B> + (G, Y); 

Gi (æ, 0) = (0, $) = 0. 

和 在 欧 氏 空间 中 一 样 , 因 为 a, a) > 0, 故 可 以 定义 向 量 的 长 度 ， 

Gv) æj —= (G, G); 

(v) 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 成 立 . 即 对 任意 ,有 有 | CG, B |< llalli Bi, "B 
仅 当 a, Bb 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 

注意 : 西 空间 中 的 内 积 (ga, 了 ) 一 般 是 复数 , 故 向 量 之 间 不 再 定义 夹 角 ,但 我 们 
仍 引入 : 

(vi) HE a, pb, 当 (G, B) = 0 时 称 为 正 交 或 相互 垂直 ; 

E n 维 西 空间 中 ,同样 可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 , 并 且 关 于 标准 正 交 基 也 
有 下 述 的 重要 性 质 : 

(vii) 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 可 以 用 施 密 特 过 程 正 交 化 ,并 扩充 成 为 一 组 标 
准 正 交 基 ; l 

《viii) n 维 丁 空间 中 ,在 标准 正 交 基 el，e: ，…，e, 下 的 任 二 向 量 
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Q = zie 十 Taes + *** + x,e, 
B= ye 十 yzez 十 … 十 yue 
的 内 积 
(G, B) = x, y, + x; Ya + ° + =, y, 
GO XJ n MAERA Æ A'A = AAF = E, 则 称 4 ARER JEt A 表示 A 
Hike E E. 
REEE EEE E E EE. 
EX 2.6.2 若 了 为 西 空间 Y 的 线性 变换 ,上 且 对 任何 a, BEV, 都 有 
f (Ta, TB) = (G, B> 


则 称 了 为 V 的 西 变换 
同 欧 氏 空 间 情形 一 样 ,我 们 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 2.6.1 设 了 是 ” 维 西 空间 的 Y 的 线性 变换 , 则 下 列 命 题 是 等 价 的 : 
O 工 是 酉 变换 ; 
GD 工 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 ee V 时 ,有 
ITa] = la| 


GID Æ es e, `", e, 为 V 的 标准 正 交 基 , 则 Te, , Te,, ---, Te, 也 是 V 的 标 
HEX; | 

Gv) 工 在 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 酉 矩阵 . l 

同 欧 氏 空 间 情 况 类 似 , 西 空间 也 有 同 构 的 概念 , 且 所 及 维 西 空间 都 与 西 空间 
C'E. 因此 ,n 维 欧 氏 空间 R" 入 维 西 空间 C" 就 成 了 x 维 实 内 积 空间 入 维 复 
内 积 空间 的 代表 ,两 者 在 应 用 中 都 很 重要 . 


ll 2.7 正规 变换 与 正规 矩阵 


正规 变换 所 对 应 的 矩阵 是 一 种 具有 特别 性 质 及 广泛 应 用 的 矩阵 . 
定义 2.7.1 设 V 是 n 维 内 积 空 间 ,T: V— V 是 线性 变换 ,如 果 存 在 V 的 标 
EXE s E, tts 5,} 使 得 : 


(CTCE), T(8,), v T(E,)) = CE» 8,, °° E) 
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则 称 工 是 V 上 的 正规 变换 . 
知 了 是 正规 变换 , 工 在 标准 正 交 基 {el，g，…, s,) 下 的 矩阵 是 A. LRE (E, 
8,，"…， 8,) 是 V 的 另 一 标准 正 交 基 , 且 
I (ë, £,, eey r) = CE, £,, tte, EU (2. 7. 1) 
则 易 知 过渡 和 矩阵 吕 为 酉 矩阵 . Jep, Fi TEE, E, =, E.) FURRER B, 
即 
(T(ë,), T(E,), .... T(£.)) = Œ, Ë,, °... £ )B (2. 7. 2) 
则 由 式 (2. 7. 1) 知 
(TÈ), T(E,), °... TE, = (TCE), T(8,)+ °... Te, DU 
= (£, &, ***, g, AU 
= G€, £, .... £ UAU 
从 而 有 
B=U"AU 
我 们 称 A 与 B 是 西 相似 的 . 
上 述 结果 表明 ,正规 变换 在 不 同 标准 正 交 基 下 的 表示 矩阵 是 西 相似 矩阵. 而 T 
在 任 一 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 必定 酉 相似 于 对 角 阵 . 
定义 2.7.2 设 和 矩阵 4 为 一 正规 变换 在 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 , 则 称 A 为 
正规 矩阵 . 
一 个 给 定 的 方 阵 是 否 为 正规 矩阵 有 更 为 简便 的 判别 方法 . 为 此 我 们 先 介绍 一 
个 定理 . 
定理 2.7.1 [Schu AEE n 阶 方 阵 和 4 必 丁 相似 于 一 个 上 三 角 阵 
T. 即 存在 西 矩 阵 加 ,使 得 


UAU =T 
证 设 访 是 和 4 的 一 个 特征 值 , y, xi F À, 的 单位 特征 向 量 . 将 扩充 成 
C” 的 标准 正 交 基 : Yis Yz» .... Ya WU, = (GA Yas °... 7,)， 则 


0: A, 1.0. An 


对 矩阵 4，; 进行 类 似 的 过 程 . 设 )。 是 A,_; 的 一 个 特征 值 ,1h 是 对 应 于 ) 的 单 
位 特征 向 量 . 将 T, 扩充 成 C* 1 WAERYE 3 Nz» n; s ee 1. 令 D, 一 (Tm; Ms t’ 
n,), Jj 
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Ë Doae * 
U; A... U, = ` +i St 
0: A: | 
再 取 
U, = p A 
0 U, 
则 有 
A * | * x 
UEUFAUDU = 0 Al x s 
0 0: A, > 
继续 上 述 过 程 ,直到 找到 n 一 1 AAEE U, Ur, s U,_1 使 得 
À, * 
Àz 
UpUp U TAU DU, , 二 pes =T 
Àn- 
Àn 
此 时 ,只 要 取 U = U,U, eU, , 则 U MEn 阶 西 矩 阵 , 且 使 
| UAU = T 
TT 的 主 对 角 元 全 为 4 的 特征 值 . L] 


Schur 引 理 是 1909 年 给 出 的 ,该 结论 在 证 明正 规矩 阵 的 一 个 美妙 特征 时 起 着 
至 关 重 要 的 作用 . 下 面 的 定理 常 被 用 做 正规 矩阵 的 等 价 定义 . 
定理 2.7.2 nmnXn 和 矩阵 A 是 正规 的 , 当 且 仅 当 


AAF = AFA 

证 设 4 为 正规 矩阵 , 则 4 必 酉 相似 于 对 角 阵 . 即 存在 = 阶 丁 矩 阵 RIA 

阵 卫 ,使 得 4 = UDU". 于 是 
AA" = (UDUH) (UDU™®) = UDDU® = UDDU” 
= (UDU") (UDU) = A!A 

反之 ,假定 44r = 4AFA. 应 用 定理 2.7. 1, 存 在 西 矩 阵 U, 及 上 三 角 阵 T= 
(z), EIA = UTU". 

容易 看 出 , AA? = AA 当 且 仅 当 TT 一 TT, 比较 两 边 和 矩阵 在 第 ; 行 ,第 ; 列 
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位 置 的 元 素 , 并 注意 到 == 0, 4 í — ; Bf, Wl 
| ta [7H tni PHH ta l? 
=| tu [PH ta HeH] ta s i=l, 2, n 
当 ; 一 1 时 , 即 有 
| tu [PFI £ 7H ñ, Ë = | t | (2.7.3) 
由 式 (2.7.3) 即 知己 = 0, j= 2, 3, =-=, n. 
4 í 一 2 时 , 即 有 
| taz | H t | |° He] Z, | =] ha | +| te |° (2. 7. 4) 


E t = 0, 故 由 式 (2.7.4) 知 妃 = 0, j = 3, 4, y n. 
继续 这 一 过 程 可 以 求 得 & = 0, i<j. 所 以 TT 必定 为 对 角 阵 ,从 而 A 是 正规 
矩阵. 口 
利用 定理 2. 7. 2 来 判断 方 阵 是 否 为 正规 矩阵 是 十 分 简便 的 . 由 该 判别 法 容易 
看 出 : 实 对 称 和 矩阵 (AT = A) 、 实 反对 称 和 矩阵 (4” 一 一 A) EZERA = A7), ES 
矩阵 (AF = 4) 、Hermite( 埃 尔 米 特 ) 矩 阵 (4 = 4)、 反 Hermite 矩阵 (AH = 
— A) 都 是 正规 矩阵 . 但 应 注意 ,也 有 正规 矩阵 不 是 上 面 的 任 一 种 类 型 . 如 


a= 


在 所 有 的 正规 矩阵 中 , Hermite 矩阵 与 反 Hermite 矩阵 是 结构 与 性 质 比较 奇 
特 的 矩阵 ,而 且 这 类 和 矩阵 我 们 会 经 常 在 实际 应 用 中 遇 到 |. 

以 下 我 们 给 出 关于 Hermite 矩阵 及 反 Hermite 矩阵 的 几 个 性 质 . 对 Hermite 
和 矩阵 的 性 质 给 出 了 证 明 ,而 关于 反 Hermite 矩阵 的 对 应 性 质 请 读者 仿照 完成 . 

定理 2.7.3 Hermite 矩阵 的 特征 值 全 为 实数 , 反 Hermite 矩阵 的 特征 值 全 为 
纯 虚 数 . 

证 ix H E Hermite 矩阵 , 则 因 瑟 正规, 故 再 必 本 相似 于 对 角 阵 . BI 8 AE 
BE U 及 对 角 阵 也 ,使 得 

H = UDU" 

显然 ,D 的 主 对 角 元 是 H 的 全 部 特征 值 . 

由 于 H" = H, 从 而 

UDU” = UDU” 


由 此 得 D=D 
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所 以 , 的 主 对 角 元 全 为 实数 ， | oO 

定理 2.7.4 正规 和 矩阵 4 是 Hermite( 反 Hermite ERE, 4 HAL A 的 特征 值 
全 为 实数 ( 纯 虚 数 ). 

证 ”必要 性 已 由 定理 2. 7. 3 证明, 下 证 充分 性 . 

. BÆ ATA = AAF 有 和 的 特征 值 全 为 实数 , 则 因 
A=UDU”, A” = UDU” = UDU" 
所 以 
Ali = A 


E] A E. Hermite 矩阵 . O 

HET I, WRA ERE E REER EEK 3, T A Wr E AEEA E 
Hermite 矩阵, 

定理 2.7.5 n 阶 方 阵 4 是 Hermite 矩阵 , 当 且 仅 当 对 任意 的 gc, B € C", 
(Aa, B) = (G, AB). 

证 VFA E Hermite pF, A" = 有, 则 对 任意 的 a, BE C", 有 


(Aa, B) = P Aa = PA'a = (a, AB) 


OD 
RZ WEAR., A= (CADRE e, = (0, seny 0, 1, 0, °... 0)7, i=l, 2, ss. y 
ns 那么 就 有 


(Ae;, e) = & Ae; = aj; (ej, Ae,) = er A"e; = a, 
所 以 | 
a; =a, ij=l, 2, sn 
Bp A =A" O 


读者 可 以 仿 此 给 出 关于 反 Hermite 矩阵 的 对 应 结论 . 
对 任 一 方 阵 4 ,如果 我 们 定义 


H ¿ea an 
H = 7 A+A), H, = CAD 
则 易 知 H, H, 都 是 Hermite 矩阵 ,并 且 


A = H, + iH, 


ERRA 4 WHE ss x 若 4 的 阶 数 n = 1, 则 得 到 复数 的 代数 表 
示 式 
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z=a+ib 


在 全 体 Hermite 矩阵 中 ,有 些 特 殊 的 矩阵 在 以 后 会 用 到 . 


定义 2.7. 3 Æ Hermite 矩阵 五 的 特征 值 全 为 正 实数 ( 非 负 实 数 ), 则 称 H X 
ECEE EE, EA H> 0(> 0). 


定理 2.7.6 ER H J ESE (sü E ED HZI DER ETE E EE E (sË 
半 正 定 矩 阵 )H ,使 得 


H = FH 
并 且 rank H, = rank H 
-证 JH XP H> 0 的 情形 给 出 证 明 . 设 入 ,4,,，…, A, DH 的 全 部 特征 值 ， 


则 由 定义 ， 4; >00, 1 一 1，2，…， n, D, = ding VÀ; ， àz» .... VÀ)» D = D}. 
NA HÆF, HEM 2. 7.5, EARE U , t1 
H = UDU¥ 
于 是 当 我 们 取 H, = UD,U" 时 ,就 有 
H; = (UD,U™) (UD, U") = UDŻU" — UDU" = H 

显然 有 rank H, = n = rank H, mj H, >O. 

EZRA H, > 04848 H = Ho, M H, 的 特征 值 的 平方 是 互 的 特征 值 . 但 H, 
的 特征 值 全 大 于 零 , 所 以 H 的 特征 值 全 大 于 零 ,于 是 H>> 0. 口 


定理 2.7.7 给 定 n 阶 Hermite %8 H, M) H — 0H > 0) 当 且 仅 当 对 任意 
JEF n 维 向 量 @, 有 


(Ha, a) >0 (或 (Ha, a) > 0) 
证 设 五 是 半 正 定 的 , 则 由 定理 2.7.6, 存 在 半 正 定 和 矩阵 互 。, 使 得 
H = H 
于 是 根据 定理 2.7.5, 有 
(Ha, a) = (Hia, a) = (H,z, H,@) > 0 


反之 ,车 对 任意 @ 关 0, (Ha, a) — 0. 假定 U Us U, 是 单位 正 交 且 分 别 
对 应 于 五 的 特征 值 ; ° Àz» erta A, |. MIE 


0< (Hu.,, u.) = Mu 有) 一 My u) = A, ¿= 1,22, , n 
所 以 由 定义 2.7. 3 知 
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对 半 正 定 ( 或 正定 ) 和 矩阵 五 ,我 们 把 满足 定理 2. 7. 6 中 的 条 件 瑟 = H? 的 矩阵 
H, RA H 的 方 根 ,并 记 为 
H, = H? 
MEZZE — mX n WEA, ATA 5 AAF 分 别 为 nn 阶 与 mr Br Hermite 4E 
EE. 并 且 对 任意 非 零 2 维 向 量 , 因 
(AAa, a) = CHAH4a = (Aa)! (Aa) > 0 
所 以 ,A A 必 为 半 正 定 ( 或 正定 ) 和 抢 阵 . AR, AA" 也 是 半 正 定 ( 或 正定 ) 和 矩阵， 


定义 2.7.4 A Jm X nME N n MERCA A? RERA A 的 奇 
异 值 . 


尽管 (45A) 了 与 (4A")? 是 不 同 的 ,但 我 们 可 以 证 明 它们 的 非 零 特征 值 相同 . 
定理 2.7.8 (4A"A)1 与 (449)3 的 非 零 特征 值 相 同 . 
证 因为 (4"A)? 与 (44")7 的 特征 值 必 分 别 是 ASA S AA 的 特征 值 的 平 
方 ,所 以 ,我 们 只 要 证 明 ABA 5 AAF 有 相同 的 非 零 特征 值 . 
it A"Aa = ÀO, À = 0, a 天 0, 则 必 有 有 一 4x = 0. 此 时 , 因 
AAF = AA" (Aa) = ÀAG = B 
Bk À E: AAF 的 特征 值 . 同 理 可 证 AAF 的 非 零 特征 值 也 是 AYA 的 非 零 特征 值 . 口 
注意 ,44 与 448 未 必 有 相同 重 数 的 零 特 征 值 . 如 


4= (0 


时 
AA = 0), aat = [° A 
92.7.1 FEE 
1 0 
A=. |—1 i 
zii 
试 求 4 的 奇异 值 . 
解 ”因为 
一 2 
a"a= è a 
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的 特征 值 是 ,所 以 ,A 的 奇异 值 是 


5 十 V17 5 一 VI7 


. 


2 2 


~ 


l. a= (as m)", B= Os ys)7 ER, RA R 对 以 下 定义 的 内 积 是 否 构 
成 欧 氏 空间 ， 

(1) (a, B) = tiy 十 Zays + 1; 

(2) (C， Bb) = Ti Yı — X,X2;5 

(3) (G, B> = 3x1 yı 二 57X22} 

(4) C, B) = xiy: + rzy- 

2. 对 R° 中 任意 向 量 

f æ = (ts Tz» x)”, B= G Y2 ° yd 
(a, B) = ziy + 272y2 + 3zs s 

证 明 : 这 是 R° 上 的 内 积 ;并 求 R 的 一 组 标准 正 交 基 . 

3. 设 4 是 一 个 2” 阶 实 对 称 和 矩阵 ,而 

Qa = (Tis Tzs "5 TD B= (yis yz ts W ER 

定义 (a, P) = a"AB. 证 明 R" 对 所 定义 的 (a, 有 构成 欧 氏 空间 的 充 要 条 件 是 4 为 
正定 矩阵 . 

4. ELA ，02 ，… Q, 是 nn 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 , 证 明 ， 

(1) 如 果 YEV 使 (Y, a) = 0, i 二 1,2,…, 2, 那么 yY 一 0; 

(7 ， a) = (Y, a) 

则 T, 一 多 

5. 求 齐 次 线性 方程 组 

s: += — Xs +z, — 3zx; = 0 
Xl 十 Xs 一 Xs 十 Xs = 0 
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的 解 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 
6. W V En 维 欧 氏 空间 ,a 为 V 中 一 个 取 定 的 非 零 向 量 ,证 明 : 
Q) V, = (B€ V | (G, B) = 0) 是 V 的 子 空间 ; 
(2) dimV, = n— 1. 
7. a= (1, 一 2, DT € Rê, W = Spania}, R WL. 
8. 证 明 关 于 正 交 补 子 空间 的 下 列 性 质 : 
d) (VztL)L 一 V}; 
(2) # V, C V: J Vi DVi ; 
(3) (V, +V,)+= Vi NVi; 
(4) (V, N V,)1= Vi + Vz. 

9. 证 明 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm) 定 理 : 线性 方程 组 Ax = b(A € C”%) 有 解 的 
充分 必要 条 件 是 向 量 b € C” 与 齐 次 线性 方程 组 A"y = 0 的 解 空间 正 交 . 
10. 设 荆 是 欧 氏 空间 V 上 的 正 交 变 换 ,V 的 两 个 子 空 间 分 别 为 

V, = (x | Tx = x, x € V) 


= {y| y=x— Tx, x € V; 


证 明 ; V, = Vz. 
“EN 证 明 下 面 命题 等 价 : 
(1) A 为 西 矩阵 , 即 AA = E; 
(2) A” = A"; 
(3) A 的 列 向 量 组 是 C" 的 标准 正 交 向 量 组 ; 
(4) A 的 行 向 量 组 是 C” 的 标准 正 交 向 量 组 . 
—1 1 0 
— 0 一 1: 
0 i —1 


12. B% A = , 试问 4 ETA EMER , AE ORERE U, 


{E U TAU 2JX: 8 HB EE. 
13. 设 x, x 是 方程 组 Ax = b 的 两 个 最 小 二 乘 解 ,证 明 : Ax, = Ax;. 
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矩阵 的 标准 形 


在 线性 代数 中 我 们 已 经 知道 ,不 是 任何 一 个 阶 矩 阵 都 与 对 角 矩 阵 相 似 的 . 不 
与 对 角 和 矩阵 相似 的 矩阵 能 与 何 种 具有 “标准 "形状 的 矩阵 相似 呢 ? 这 个 问题 就 是 本 
章 要 讨论 的 矩阵 在 相似 下 的 Jordan( 若 尔 当 ?标准 形 问题 . 

和 矩阵 的 标准 形 问 题 不 仅 在 矩阵 理论 和 和 矩阵 计算 中 有 着 重要 地 位 ,而 且 在 力学 、 
控制 理论 :系统 分 析 等 领域 也 有 着 广泛 的 应 用 . 

因 课 时 所 限 ,有 些 问 题 仅 叙述 结论 而 略 去 证 明 . 


ii 3.1 Jordan 标准 形 


虽然 一 个 阶 和 矩阵 不 一 定 相似 于 对 角 阵 ,但 这 个 n 阶 矩 阵 能 相似 于 一 个 形式 
上 比 对 角 阵 稍 复杂 的 Jordan 标准 形 J. 由 于 Jordan 标准 形 的 独特 结构 揭示 了 两 个 
矩阵 相似 的 本 质 , 故 在 数值 计算 和 理论 推导 中 经 常 采用 ， 

定义 3.1.1 形 如 


S.xS. 
有 


的 方 阵 称 为 S; 阶 Jordan 块 ,其 中 心 可 以 是 实数 ,也 可 以 是 复数 . 
例如 : 


f 0100 

2 1 “T s s. 0010 
由 Ku S n a sns 
0 0 1+i Baa. o0 
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都 是 Jordan 块 . 特别 地 ,一 阶 方 阵 是 一 阶 Jordan 块 . 
定义 3.1.2 由 若干 个 Jordan 块 组 成 的 分 块 对 角 阵 为 


J 
J, 


J, 


HPJ G=1, 2, 0, t) 28 S, Br Jordan 3# , *4 Ss, = nB ,#k J žy n B+ Jordan 标 
ey 
准 形 . 


例如 
La baa aaa 
l+; 1 : 
0 1+i: oe 
E :0 1 0 
:001 
:0 0 O 
是 6 阶 Jordan 标准 形 . 
特别 地 ,对 角 阵 
À, 
A= 1 


也 是 Jordan 标准 形 ,其 中 每 个 Jordan 块 都 是 一 阶 的 . 

下 面 讨论 任何 一 个 矩阵 4 与 Jordan 标准 形 J 相似 的 条 件 , 以 及 如 何 将 矩阵 A 
化 为 Jordan 标准 形 J. 

WA = (ay) E C”, AE —A ÈA WREE wA Aw. 

定义 3.1.3 A(X) 中 所 有 非 零 的 & 阶 子 式 的 首 项 (最 高 次 项 ) 系 数 为 1 的 最 大 
AAR D, AORA &CA) 的 一 个 下 级 行列 式 因子 ,有 = 1, 2, ---, n. 

由 定义 可 知 , D, = | AE—A |. 又 因为 D1(4) 能 整除 每 个 一 1 级 子 式 , 从 
而 可 以 整除 每 个 级 子 式 , 因 此 D, (4) 能 整除 D, Q), HER D,- (4) | D, CO) 
(k =2, 3, =, n). 

定义 3.1.4 下 列 n 个 多 项 式 ;: 
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À D,Q D, (A 
aD a Q) 4 一 


4) = DA), d, Q) = 
d, Q) D. Q), d, Q) D, Q) D, (à) " D, (A) 


称 为 4(A) 的 不 变 因 式 . 

定义 3.1.5 将 AX) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因 式 分 解 为 互 不 相同 的 一 次 因 
式 的 方 瞪 的 乘积 ( 因 在 复数 域内 讨论 ,这 样 分 解 可 行 ), 所 有 这 些 一 次 因 式 方 短 ( 相 
同 的 必须 按 出 现 次 数 计算 ), 称 为 4(4) 的 初级 因子 . 

ERE, HFAA) = 让 一 和 4 完全 由 矩阵 A 确定 ,所 以 这 里 4(4) 的 不 变 因子 及 
初级 因子 ,也 称 为 矩阵 A 的 不 变 因子 及 初级 因子 . 


例 3.1.1 求 矩 阵 
1 
A= —2 | 
. 一 2 
的 不 变 因子 及 初级 因子 . 
解 4 的 特征 矩阵 为 
À —1 
AQ) =ìÀE—A = 和 A 十 2 


1 十 2 
由 此 A 的 行列 式 因子 为 

D Q) = 1, DA 一 4 十 2， D,Q) = Q+22(A —1) 
A 的 不 变 因子 为 

d.Q)=1, d,Q)=à+2, d,Q) = Q+2)Q —1) 
4 的 全 部 初级 因子 为 


A 十 2， 4 十 2， 4 一 1 


例 3.1.2 E 
一 1 一 2 6 
4 一 |-1 0 
一 1 一 1 4 
试 求 4 的 初级 因子 . 
解 ”因为 
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AQ) =| XE—A|= 


可 以 求 得 

DW)=1, DW)=4—1, DA = (一 1)3 
所 以 不 变 因 子 为 

 dQ)=1, d,Q)=22—1, d,Q) = Q—1 


则 4 的 初级 因子 为 
i=j A= 
53.1.3 j 
a 1 0 
0 a 1 
A=|: : 
0 0 0 a 1 
0 0 O ajk 
试 求 4 的 初级 因子 . 
解 因为 
A—a —1 0 0 0 
0 A—a —1 0 0 
AQ) =AE—A= : : 
0 0 0 A—a —1 
0 0 0 0 A—a); 
所 以 
D, 一 | àE —A |= Q — a} 
又 由 
一 1 0 0 0 
A= ==: 
a i 0 -CDH o 


0 0 .Aa l,i 
有 D, Q) = 1, 从 而 


058 


——— BIE EERDER 


D, ,Q) = = =D Q) =1 
于 是 不 变 因 式 为 
di (à) =" = d,,Q)=1, d,Q) = Àa 
因此 初级 因子 只 有 一 个 
| Q — a) 


例 3.1.4 已 知 10 阶 和 矩阵 4 的 初级 因子 为 
À, 12， 一 1，( 一 1)2，( 人 一 1)3 


RA 的 不 变 因 子 和 行列 式 因子 . 
解 因为 一 次 因 式 的 最 高 次 寡 出 现在 dio Q) 中 ;所 以 


dio Q) = 2 Q — 13 
剩 下 的 初级 因子 中 一 次 因 式 的 最 高 次 寄 出 现在 d, (4) 中 ,所 以 
d,Q) 一 和 (一 1)? 
依次 类 推 ,可 以 得 到 各 阶 不 变 因子 
d,Q) =A — 1) 


| d,Q) = d,Q) =-= dA 
根据 d, Q) = D. Q),d,Q) = D A/D Q) G = 2,…,10) 知 各 阶 行列 式 因子 为 
DA =-= D,Q) = 1 


D,Q) =Q —1) 
DA) = 2 Q — 1) 
D,Q) = AQ — 155 


现在 考虑 矩阵 A 的 标准 形 问题 . 
WIERE A = (ay )。E C” 的 全 部 初级 因子 为 


(A — à), Q— A), ee, Q — AÀ," 


这 里 Às Àz» .... À, 可 能 有 相同 的 ,指数 kis kas °... k, 也 可 能 有 相同 的 ,对 每 个 初 
级 因子 Q — AD 构 做 一 个 &; MERE Jordan 块 )， 
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à 1 
à 1 
J, = , i=1,2, ,i 
1 
À; 
由 所 有 这 些 Jordan 块 构 成 的 分 块 对 角 和 矩阵 
J 
J= J: f 
J, 
称 为 矩阵 A 的 Jordan 标准 形 . 


定理 3.1.1 # n BAO EBEA 都 与 一 个 Jordan 标准 形 J 相似 . 这 个 Jordan 
标准 形 在 不 计 其 中 Jordan 块 的 排列 次 序 时 ,完全 由 和 矩阵 4 唯一 确定 . 即 每 个 矩阵 
都 有 唯一 的 Jordan 标准 形 . 

定理 3. 1. 1 用 线性 变换 的 语言 叙述 就 是 : 

设 工 是 复数 域 上 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 则 在 V 中 必 存 在 一 组 基 , 使 
人 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 Jordan JÉ S Ez. 在 不 计 Jordan 块 的 排列 次 序 时 , 这 个 
Jordan 形 和 矩阵 由 工 唯一 确定 . 

推论 3. 1.1 RERA 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 的 初级 因子 全 是 一 
次 的 . 
由 此 可 知 ,前 面 例 3. 1. 1、 例 3. 1.2 中 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 分 别 为 


J = 
a 
1 0 0 
J=|0 11 
0 0 
例 3.1.5 KEKE 
一 1 一 2 6 
A=|—-1 0 3 
一 1 一 1 4 
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的 Jordan 标准 形 . 
解 H AQ) 二 XE 一 4 可 以 求 得 4 的 初级 因子 为 4 一 1, (4 一 1)?, 故 A 的 
Jordan 标准 形 为 


1 0 0 
J=|0 1 1 
0 0 1 
例 3.1.6 已 知 
一 一 2 6 
A= |—1 0 3 
一 上 —1 4 


RIER P, {E PAP = J, 其 中 了 为 4 Bj Jordan 标准 形 . 
解 由 例 3.1.5 知 4 的 Jordan 标准 形 为 


1 0 O 
J= 0 1 1 
0 0 1 
W P = (pis D2， ps),; 由 PAP = J,# AP = PJ , 即 
1 0 0 
Atlpi, po ° p.) = Pi» bs， P) 0 1 1 
0 0 1 
比较 上 式 两 边 有 
Ap, = p. 
Ap; = P: 
Ap; = pz + P; 


由 方程 组 (E — A)x = 0 得 到 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
& =C1,1,071, 6 = (3,0,1)" 
可 以 取 
p =% = C1, 1,0" 
但 不 能 简单 地 取 p, = & ,因为 p, 的 选取 应 该 保证 方程 组 (E — A)x = p, 有 解 , 因 
此 , 设 ps = cŠ, eg RP c ce 为 待定 系数 . 从 而 方程 组 (E — A)x = ps 为 
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2- 92. —6) [ži c, — 3c; 
1 1 一 3 T | = — c 
1 1 = 3 T3 f (a Cy 


易 知 , 当 cl = C 时 方程 组 有 解 . 取 c, = ç, = 1, 得 到 
P: = (2, 1, 1)7， p, = @, 0, 157 


于 是 , 令 
—1 2 2 
P = (pi, ps, Ps) = 1 1 | 
0 1 1 
则 有 P-4P 一 了 
例 3.1.7 求解 线性 微分 方程 组 
dz 
P =— x, 一 27 十 6zs 
dz 
本 m + 3 
和 Zz 二 4x 
I dz, dz, dzs\T l 
解 记 X= G, z, a)", So (T, 党, S) , RATNE 
dX _ 
y TAX 
其 中 
一 1 一 2 6 
= | 一 1 0 3 
一 1 一 1 4 
根据 例 3. 1. 6 知 ,存在 可 逆 阵 
一 1] 2 2 
-| 1 1 0 
0 1 1 
使 
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S X=PY, HHY = (1° Yz» y)”, 则 


dX dY 
APY = AX = — = p% 
dt dz 
所 以 
1 0 0m 
dY _ JAPY = |0 1 1 yz 
dt 
0 0 1) ly, 
即 
dy 
d: Yı 
dy 
4 TH» 
ds _ 
d >” 
解 之 得 
y ae 
Y = |y: |= | Cez ede 
Ys ge 
所 以 
— c, + 2c, 十 2cs(1 十 切 
X = PY 一 ci Fc 十 cst e 


C3 十 cs( 十 让 


准 形 


3.2 A ERER Smith ië 


定义 3.2.1 Jln 
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Ql (C9) a, (A) 人 ay, A) 
AQ) = az) “a az 2) as e A 
Gm (MA) as) … a, QD 


的 矩阵 称 为 À -3ERESR £ i KE EE. 其 中 元 素 ur AG = 1, 2, +=, m j = l, 
2，.…， n) E: À 的 多 项 式 . 

显然 数字 矩阵 和 特征 矩阵 AE — A 都 是 4 -矩阵 . i 

-WAA kE E — A,A AENA À —AE EB 42 MA AR RER, XF T n BT 

4 -矩阵 可 以 定义 行列 式 . 子 式 ,余子 式 .伴随 矩阵 等 . 而 4 -矩阵 的 秩 定 义 为 4(4) 中 
不 为 零 的 子 式 的 最 大 阶 数 , 记 为 rank AMAR r(AA)). 当 n 阶 * -矩阵 的 秩 为 2 时 ， 
称 该 -和 矩阵 为 满 秩 的 或 非 奇 异 的 . 矩阵 A 的 特征 矩阵 4E — A 就 是 满 秩 X -矩阵 . 

定义 3.2.2 EXHT n ia -矩阵 有 : 

AWB) = BQ)AQ) = E, 


MZK AAT, K BAA ANO DERE. E AOE A, EE. 与 数字 矩阵 
不 同 的 是 满 秩 矩阵 4(CA) 不 一 定 可 逆 . 
定理 3.2.1 A(X) 可 道 的 充 要 条 件 是 40) 的 行列 式 为 不 等 于 零 的 常数 , 即 


| AQ) |= C#0 
üE AQ) 可 道 , 则 有 多 项 式 矩阵 BO) ,使 
AC(DBA) = BAJA) = E, 
BA 
= JAQ) || BQ) |=] E, |=1 
KIAD | 与 |BCA) | 只 能 是 零 次 多 项 式 . 所 以 当 A(A) 可 道 时 ,14(1) 1 必定 等 于 某 个 
非 零 常数 C. 
EZ, | AQ) |= C#0, BA ANOTE, BREAZA Q), KE A" Q) 


是 4G) 的 伴随 矩阵 . 口 


例 3.2.1 多 项 式 矩阵 
à à +3 
AQ) = | j: T | 


àA 十 3 2 十 5 十 4 


4 十 1 A 二 3 | 


À = 
5) . 和 2 二 54 十 6 


a u + 第 3 章 矩阵 的 标准 形 


中 ,4G) 是 可 道 的 ,而 BAERE. 因为 | AQ) |= 4, | BQ) |= 0. 
定义 3.2.3 4- 矩阵 4G) 的 初等 变换 是 指 下 面 的 三 种 变换 ; 
G) 4() 的 某 两 行 ( 列 ) 互 换 ; 
GD 4() 的 某 行 ( 列 ) 乘 非 零 常 数 k; 
GD 4GA) 的 某 行 ( 列 ) 乘 多 项 式 p(4) 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 . 
上 上 述 三 种 初等 变换 有 相应 的 三 种 初等 矩阵 ， 


PG, j), P[i(k)], P[j(@, i] 


且 在 施行 初等 行 变换 时 左 乘 初等 矩阵 ,施行 初等 列 变换 时 右 乘 初等 矩阵 . 

上 面 三 种 初等 矩阵 是 满 秩 的 . 满 秩 抢 阵 左 ( 右 ) 乘 一 个 矩阵 不 改变 原 矩 阵 的 秩 . 

定义 3.2.4 # À - 拓 阵 4(X) 经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 à -ERE B CA), WFK 
AQ) 5 BWE EA AA) 2 BA). 

DWE À -AE RER AX E EL E F AIEEE ; 

G) 反 身 性 . AQ) So BQ); 

Gi) XJPRFE. #' ACA) 2 BA), JJ BA) 2AA); 

Gii) 传递 性 . # AQ) 2 BQ), BA) 2 CQ), AA) so CQ). 

者 两 个 4- 和 矩阵 等 价 , 则 它们 的 秩 相等 ;反之 ,车 两 个 4 -矩阵 的 秩 相等 ， 但 这 两 
个 1- 拖 阵 未 必 等 价 , 这 与 数字 和 矩阵 不 同 . 例如 
1 =) 


AQ) = ñ J). BQ) = G 1 


EMITIRA A? 和 2, 显 然 秩 都 是 2. 但 由 初等 变换 的 定义 知 ,两 个 等 价 的 
2 -矩阵 的 行列 式 只 能 相差 一 个 不 为 零 的 常数 因子 ,从 而 A(2) 与 B02) 不 等 价 . 

在 》 -矩阵 的 应 用 中 ,有 多 种 标准 形 在 不 同 场合 中 被 使 用 . 这 里 我 们 只 介绍 其 
中 最 基本 的 一 种 , 即 Smith( 吕 密斯 标准 形 . 

定义 3. 2.5 形 如 下 面 的 》 -矩阵 


dA ` O r.. 0 .. 0 
0 d,Q) … 0 .. 0 

À) = : 
JQ) 0 0 d, Q) 0 
0 0 e 0 .. 0 


称 为 Smith 标准 形 . 其 中 d CA) (i = 1, 2, s r) 为 首 一 多 项 式 ( 首 项 系数 为 1) ,并 
H d, Q) | dG Q)G = 1, 2, e, r— 1). 
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易 知 rank JQ) = r 


下 面 研究 如 何 将 -和 矩阵 化 为 Smith 标准 形 , 进 而 得 到 求 数字 和 矩阵 A 的 Jordan 
标准 形 的 另 一 方法 . 

引 理 3.2.1 设 - 抢 阵 4() 的 左上 角 元 素 a a Q) Z 0, 且 4(GA) 中 至 少 有 一 个 
元 素 不 能 被 cl CA) 整 除 , 则 可 以 找到 一 个 与 4CA) 等 价 的 -ERE BO) ,其 左上 角 元 
素 bi Q) 天 0， 且 次 数 比 an (A) 的 次 数 低 . 

证 分 三 种 情况 讨论 : 

(1) 若 A(4) 的 第 一 列 中 有 某 个 元 素 aa CA) 不 能 被 ca 4) 整除 , 则 用 a 4) 去 除 
aa (4) 得 

aa Q) = qlA)an Q) + r Q) 
这 里 yQ) Z 0, 且 次 数 比 an GD) 的 次 数 低 . 此 时 有 


C11 C4) aiz (A) . Qin (4) 
ACQ) = (anA) anA) + a, Q) 


am A) AmA) + a,,QD 
a, Q) a2 Q) STe Qin (A) 


[O — qc) (1)] 
[| 


rA) as(G) — ga Q) … a, Q) — qan Q) 


加 到 第 i 行 : : 
Aml (à) an2 (à) ses lpn Q) 
r) a Q) — gq(A)as (à) t Ain Q) — gCA) a (À) 
a 行 了 ai Q) q Q) Srs ax, Q) 
ami CA) amz (À) ... a Q) 
= BQ) 
则 BC) 即 为 所 求 . 


(2) 若 4(G 的 第 一 行 中 有 某 个 元 素 ay (4) 不 能 被 an QA) 整除 ,证 法 与 (1) 
类 似 . | 

(3) 若 4CD 中 的 第 一 行 和 第 一 列 的 所 有 元 素 都 能 被 ui () 整 除 ,但 AQ): 
少 有 某 个 元 素 a; Q) G, j > 1) 不 能 被 ui CA) 整 除 ,此 时 可 以 设 
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` aa Q) 一 pA a Q) 
将 第 一 行 乘 以 一 p(4) 加 到 第 i 行 上 ,得 


a A) oe ay, Q) . ay, Q) 
ACÀ) —> 0 e Qj Q) 一 pA a (C9) ”°° 一 A. (à) 
am A) + anj A) e ann Q) 
再 将 A, C4) 的 第 i 行 加 到 第 一 行 得 
S [anQ) + a;Q)+ (Q pA) a Q) 
A. (à) —> 0 s.. Aij Q) 一 pa; Q) w 一 A, Q) 
Aml (À) s.. Ami Q) 


则 A, C2) 的 第 一 行 元 素 中 已 至 少 有 一 个 元 素 
Gij (à) + (1 一 pM) a (à) 


不 能 被 an GO) 整除 ,此 时 化 为 第 (2 种 情形 ,于 是 引 理 3. 2. 1 得 证 ， 口 
定理 3.2.2 AWE m X n ËJ À -和 矩阵，rank AQ) = r, J| AG. E Ej 

Smith 标准 形 

d, Q) 


d. Q 
JQ) = ra 


等 价 . 

证 rank AQ) = 0, MAOK RER, Amri. 现 设 rank AQ) — r > 0, 
H AAP an Z 0, 若 不 然 , 可 以 通过 行 . 列 的 变换 做 到 这 一 点 . 

如 果 40) 的 元 素 不 是 全 部 被 all C4) 整除 , 则 由 引 理 3. 2. 1 可 以 找到 一 个 等 价 
矩阵 ,使 其 左上 和 角 元 素 的 次 数 比 cu OR. 若 这 时 左上 角 元 素 还 不 能 整除 矩阵 的 全 
部 元 素 , 则 可 以 用 同样 的 方法 ,逐步 降低 左上 角 元 素 的 次 数 ,直到 得 到 一 个 等 价 矩 
阵 BO), 其 左上 角 元 素 bi1C4) 可 以 整除 其 他 所 有 元 素 , 且 b, 04) 为 首 一 多 项 式 . 由 
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于 bx) 可 以 整除 其 他 所 有 元 素 , 可 以 将 适当 的 多 项 式 乘 以 第 一 行 后 加 到 其 他 各 
行 9 使 第 一 列 元 素 除 bn (4) 外 全 部 是 零 . 用 同样 的 方法 可 以 将 第 一 行 中 除 bu Q) 外 
的 其 他 元 素 都 化 为 零 ,这样 得 到 与 4(A) 等 价 的 形 如 下 式 的 矩阵 : 


d, (A) 0 0 R 0 
0 Cag CÀ) CCA) s c, QD 
0 C32 Q) C33 Q) ws Can Q) 


0 c (A) ca) … Com A) 


价 的 矩阵 ， 


do) O 0 = 0 
0 d, Q) 0 0 


0 0 fa) = fan Q) 


0 0 fm Q) RS frmn CAD 
这 里 d,Q) | d,Q) | f Q) G, j 2 3) 


这 样 一 直 做 下 去 ,4(D 最 后 化 为 所 要 求 的 标准 形 ( 即 Smith 标准 形 ). 口 
例 3.2.2 WORA -ARE 
TZ A; Az À 
À A 一 人 


1+4? X —2 


AQ) = 


的 Smith 标准 形 . 
解 ” 对 AC) 进行 初等 变换 ,可 得 


1—A à? à 
A A 一 人 


1 十 妇 À —A 


AQ) = 


zs +a 
— 
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Ée + 1 0 0 
aTa o a à 
一 4c1 十 cs 
0 0 一 祖 一 和 
1 0 0 
Cz 十 cs 
0 À 0 
0 0 AQ+1 


即 为 所 求 的 Smith 标准 形 . H. 
dA) =i, dA) =À, dA) =A +1) 


下 面 讨 论 À -矩阵 的 一 些 性 质 . 5 n EREA 的 特征 矩阵 +4E 一 4 一 样 . 可 以 定 
XA -矩阵 的 行列 式 因子 .不 变 因 子 与 初级 因子 . 

定义 3.2.6 -矩阵 A(4) 的 所 有 k 阶 子 式 的 首 一 (最 高 次 项 系数 为 1) 最 大 公 
因 式 为 4C) 的 下 阶 行列 式 因子 , 记 为 D, QG = 1，2，…，7)， 

定义 3.2.7 BD, OH n BA -EREA ODW k MATIRA T, EK 


D, 


= D,Q), à) = , 
AQ) = DQ), 4Q) = 5 O 


= 2, e, n 


为 4(A) 的 不 变 因子 . 

定义 3.2.8 把 4(4) 中 的 每 个 次 数 宇 1 的 不 变 因 子 di (34) 分 解 为 互 不 相同 的 
一 次 因 式 方 寡 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 寡 ( 相 同 的 按 出 现 的 次 数 计算 ) 称 为 
À -矩阵 4(A) 的 初级 因子 . 

定理 3.2.3 若 1- 撼 阵 4A(G) 与 如 0) 等 价 , 则 它们 具有 相同 的 秩 和 相同 的 各 级 
行列 式 因子 . 

证 ”只 要 证 明 经 过 一 次 初等 变换 后 ,其 秩 与 行列 式 因子 不 变 即 可 . 

设 4- 和 矩阵 A(4) 经 过 一 次 初等 变换 变 成 B(4) ,Di (4) 与 人 CA) 分 别 为 4(A) 与 
BA) 的 级 行列 式 因子 ,针对 3 种 初等 变换 来 证 明 D, (4) = T, Q). 

(1) 变换 4(GA) 的 某 两 行 得 到 BQ) ,这 时 BC(4) 的 每 个 & 阶 子 式 或 者 等 于 A Q) 
的 某 个 & 阶 子 式 , 或 者 是 和 AC0) 的 某 个 & 阶 子 式 的 一 1 倍 . D, Q): BC) 的 & 阶 子 式 
的 公 因 式 ,从 而 D, Q) | T, Q). 

(2) 用 非 零 数 x 乘 4(1) 的 某 一 行 得 到 BC(A) ,这 时 B(4) 的 每 个 k 阶 子 式 或 者 等 
于 4G) 的 某 个 & 阶 子 式 ,或 者 等 于 A404) 的 某 个 k 阶 子 式 的 a 倍 . 因此 ,Di QD JE 
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BCA) 的 & 阶 子 式 的 公 因 式 , 从 而 D, Q) | T, Q). 

(3) 将 4) 第 j 行 的 p09) 倍加 到 第 i 行 得 到 BOQ). 这 时 ,BC(X) 中 那些 包含 第 i 
行 与 第 j 行 的 & 阶 子 式 和 那些 不 包含 第 i 行 的 & 阶 子 式 都 等 于 AC() 中 对 应 的 & 阶 
子 式 ;B() 中 那些 包含 第 i 行 但 不 包含 第 7 行 的 & 阶 子 式 等 于 ACX) 中 对 应 的 一 个 
k 阶 子 式 与 男 一 个 阶 子 式 的 土 pC) 售 之 和 ,也 就 是 A(X) 的 两 个 k 阶 子 式 的 组 合 . 
因此 ,D, (AN) 是 BO) 的 阶 子 式 的 公 因 式 , 从 而 D, Q) | T, Q). 

由 初等 变换 的 可 道 性 ,BC() 也 可 以 经 过 一 次 初等 行 变换 变 成 4(4)., 由 上 面 的 
讨论 知 ,T, A |D, C4). 所 以 有 


l D,Q) = T, 
对 于 初等 列 变换 ,可 以 类 似 地 讨论 . 
当 3 A() 的 全 部 记 阶 子 式 为 零 时 , D, Q) = o, H| T,Q) = 0, BARAR k NF 
式 也 全 为 零 ;反之 亦 然 . 因此 ,4ACA) 与 BGA) 既 有 相同 的 行列 式 因子 ,又 有 相同 的 秩 . 


结论 得 证 . E] 
定理 3.2.4 À -EREA CA) BJ Smith 标准 形 
. d, Q) 
d, Q) 
JQ) = d Q) 
0 
0 
是 唯一 的 E 
D, Q) 
d, Q) A d, A) ==: D, , Q) k =2, sr 


证 因为 A() 与 J() 等 价 ,由 定理 3. 2. 3 知 ,它们 有 相同 的 行列 式 因子 . 但 
J(A) 为 对 角 阵 , 且 dA) |da A, i= 1, 2, 1s 7 一 1; dA) = 0, i>r. W 


DA) = d, Q) 

D,Q) = d, Q)d, Q) 

D, Q) = d, (d, A) d, Q) 
DQ) = 0, k>r 
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因此 有 
d, Q) = D, Q) 
f D,Q) 
à) = -一 ， k=1,2, =, r— 
di ( ) Daa Q) k 1 2 r 1 
由 于 行列 式 因子 在 初等 变换 下 不 变 , 所 以 d, 0) 是 唯一 的 . | 口 


定理 3.2.5 两 个 A- 矩阵 ACX) 与 BCX) 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 行列 
式 因子 (或 相同 的 不 变 因子 ). 

证 必要 性 由 定理 3. 2. 3 已 经 得 知 ;充分 性 证 明 如 下 : EAA, BOAH 
的 行列 式 因子 ,进而 有 相同 的 不 变 因子 , 则 AA, BA) 与 同一 个 Smith 标准 形 等 
fr, JA AA) so BQ). L] 

至 此 ,实际 上 给 出 了 求 *- 甜 阵 A (4) 不 变 因子 的 一 种 方法 ,即将 4() 用 初等 变 
换 化 为 Smith 标准 形 . 则 标准 形 对 角 线 上 元 素 dQ) Ck = 1, 2,-…, r) 即 为 40X) 的 
不 变 因子 

数字 和 矩阵 相似 的 条 件 , 也 可 以 由 其 特征 矩阵 来 描述 . 应 用 上 述 À -矩阵 的 基础 
知识 ,可 以 推出 下 述 结论 . | 

定理 3. 2.6 BRF EAn MERA, B 相似 的 充 要 条 件 是 它们 的 特征 抵 
阵 +4E 一 4 与 4E 一 B 等 价 . 

由 定理 3. 2. 6 可 知 ,A4 与 B 相似 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因子 . 

在 复数 域 C 上 有 : 4 和 B 相似 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 初级 因子 

由 此 ,我 们 得 到 求 ” 阶 矩阵 4 的 初级 因子 的 另 一 方法 : 即 通过 初等 变换 化 A 
的 特征 矩阵 XE — A 28 Smith 标准 形 , 求 出 不 变 因 式 后 ,再 计算 出 初级 因子 ,从 而 可 
以 得 到 与 n MERA 相似 的 Jordan 标准 形 . 

例 3.2.3 RERE 


4 一 | 一 4 3 0 


1 0 2 


Seso 


的 Jordan 标准 形 . 
解 对 A 的 特征 矩阵 A(2) = AE — A 进行 初等 变换 ,将 其 化 为 Smith 标 
准 形 


4 4 一 3 0 
—1 0 人 一 2 


àE — A = 


A 十 1 一 1 0 | 
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r+ Q + Dr. 4 一 3 4 —8 
—1 人 A 十 1 一 2) 


=] 0 A 人 一 2 | 


rz 二 dr o 9 4 一 2 | 


0 — A+DA—2) 
0 4—3 4 一 8 


1 
0 一 1 (人 十 1 人 一 2)》 
0 0 Q—2 Q—12 


1 0 0 
—> |0 1 0 


0 0 Q—2) Q—13 


f 0 A 一 2 | 
r + Q — 3r 
— 


所 以 4 的 不 变 因子 为 
: dA = d, Q)=1, dA = Q—2) Q —1 
从 而 其 初级 因子 为 Q — 2), Q — 12, 因此 A 和 的 Jordan 标准 形 为 


IB 3.3 Cayley-Hamilton 定理 与 矩阵 的 最 小 多 项 式 


在 线性 代数 中 ,我们 给 出 了 二 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 ,本 节 将 进一步 给 出 特征 
多 项 式 的 性 质 ,其 中 最 重要 的 就 是 Cayley-Hamilton( 凯 莱 - 哈 密 顿 ) 定 理 . 我 们 还 将 
讨论 撼 阵 的 最 小 多 项 式 及 其 与 特征 多 项 式 的 关系 ,进而 通过 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
和 最 小 多 项 式 来 分 析 4 的 Jordan 标准 形 . 

设 A € C™ ,其 特征 多 项 式 为 


FA = | AE—A |= 2" +a,2" +a," + +a, , Aa, 


矩阵 4 与 其 特征 多 项 式 之 间 有 如 下 重要 关系 : 
定理 3. 3. 1 (Cayley-Hamilton 定理 ) 设 A € C”, FA) =| àE —A |, W 
f(A) 一 0. 
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证 设 J 为 4 的 Jordan 标准 形 , 则 存在 可 逆 息 阵 己 ,使 
À k, 
À; k, 
P 'AP = J = À; 
ka 


HEP As Ags eeto 4, 为 4 的 特征 值 ,它们 之 中 可 以 有 相同 者 ; & 为 1 或 0,i=1， 
2, e, n— l 


A = PJP” 
于 是 
FOA) =| AE —A |= A —A,) (A XA) 
从 而 
F(A) = (A—A E) (A —2,E):--(A —àÀ,E) 
= (PJP — à, E) (PJP — A, E) (PJP `— E) 
= P[ (J — àE) J — XE) (J —à,E) ]P7 


0 k, 
A 一 A k 
= P As A 
kni 
Àn — À, 
À —4, ki 
0 Ek, 
À, — À; 
kai 
Àn — Àz 
à — À, k 
A—A k; 
À, —2, P“ 
ki 
0 
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0 0 * x ÍÀ, 一 As kı 
0 .0 x x A, — À; k 
=P * ; 0 
: kn 
0 0 x À. == As 
4, — À, kı 
一 A Ë 
X, — À, 了 一 一 0 
ka 
0 
H Cayley-Hamilton 定理 可 以 简化 矩阵 计算 . 
例 3.3.1 设 
一 1 1 0 
4 一 | 一 4 3 0 
1 0 2 


试 计算 p(4) = A? 一 444 十 643 一 64 + 6À — 3E. 
解 A 的 特征 多 项 式 为 


FO) =| àE —A |= à? — 42 +5 — 2 


> 
eQ) = 2° — 424 + 6A? — 64° 6 —3 
易 求 得 
eQ) = A 十 1)7GA) 十 和 一 1 
由 于 fC4) = 0, W 
一 2 1 0 
2(4) =<A—E= —4 2 0 
1 0 1 


定义 3.3.1 设 AEC™ ,9p() 是 1 的 多 项 式 , 若 P(4) = 0, 则 称 oN ÆA H 
零 化 多 项 式 . 

由 Cayley-Hamilton 定理 知 ,4 的 特征 多 项 式 是 4 的 零 化 多 项 式 , 故 ” 阶 矩阵 
A 的 零 化 多 项 式 一 定 存在 . 
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显然 , 若 CA) 是 4 的 零 化 多 项 式 , 则 对 任意 多 项 式 gA), 9p(4)g(4) 也 是 和 A 的 
零 化 多 项 式 , 可 见 4 的 零 化 多 项 式 无 最 高 次 数 者 ， 因此 我 们 所 关心 的 是 4 的 次 数 
最 低 的 零 化 多 项 式 . 

定义 3.3.2 设 AEC™, 在 A 的 零 化 多 项 式 中 ,次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 称 为 
A 的 最 小 多 项 式 , 记 为 mA). . 

定理 3.3.2 4 的 最 小 多 项 式 m (14) 整除 4 的 任 一 零 化 多 项 式 ,特别 地 ， 
m. (A) | fQ) ,其 中 FOK A 的 特征 多 项 式 . 

证 Pe) A 的 任 一 零 化 多 项 式 , 又 m4) 是 4 的 最 小 多 项 式 ,以 m, CAD E 
gp(4) 得 . 

PA) = qQ)m, Q) + yQ) 
这 里 XGA) 若 不 为 零 , 其 次 数 小 于 m (14) 的 次 数 . 于 是 有 
lA) = q(A)m, (A) + YCA) 
因 P(A) = m, (A) = 0 
PFA ` y(A) = 0 


即 VOE A 的 零 化 多 项 式 . 如 果 yQ) = 0, 则 7Y00) 的 次 数 小 于 ms (CD 的 次 数 ,这 
与 m (24) 是 最 小 多 项 式 了 矛盾 . 所 以 YC) = 0, El m, Q) | eQ). 又 FA) = 0. 所 以 
ma Q) | FQ). BJ A 的 最 小 多 项 式 一 定 是 其 特征 多 项 式 的 因 式 ， 口 

定理 3. 3.3 EBE A 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 . 

证 Emm AOS n, WOA A 的 最 小 多 项 式 , 则 每 一 个 都 可 以 被 另 一 个 整除 ， 
因此 两 者 只 有 常数 因子 的 差别 . 又 两 者 都 是 首 一 多 项 式 ,这 个 常数 因子 必定 等 于 
1, 所 以 ma Q) = n, Q). 

定理 3.3.4 设 A € C”%, EBE A 的 最 小 多 项 式 的 根 必 定 是 4 的 特征 根 ; 反 
之 ,4 的 特征 根 也 必定 是 4 的 最 小 多 项 式 的 根 . 

证 由 定理 3. 3.2 知 ,4 的 最 小 多 项 式 m 0) 是 和 4 的 特征 多 项 式 了 (4) 的 因 式 ， 
所 以 ,ma (2) 的 根 都 是 f(2) 的 根 . 

反之 , 若 j 是 4 的 一 个 特征 根 , 且 

AG = à&a, G@=— O 
又 设 4 的 最 小 多 项 式 为 
ma (À) = àt Hb AT + + b, ,À + b, 
则 
ma. (A)G = Ata + bA" eto Aa + b, @ 
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= HA Hb AT gt + brio + b, @ 
= (A HART tb hbo 
= m, AG 
由 于 ma (A) == 0, 又 € > 0, 所 以 ma (Nh) = 0,7 SË]! À; ZE: m, AOK. 口 
定理 3. 3.4 反映 了 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 之 间 的 重要 关系 . 由 此 
可 以 得 到 求 最 小 多 项 式 的 一 个 方法 . 
HER A € C™ 的 所 有 不 同 的 特征 值 为 A ,4,，…, 1,, 又 A 的 特征 多 项 式 为 
fA) =| àE —A |= Q—4 (À — à, )? e (À — 25 
则 4 的 最 小 多 项 式 必 具有 如 下 形式 
m, CÀ) = (A — à) QQ — A) QA — AD) 
这 里 每 个 和 过 5, i= 1, 2, =, £ 
例 3.3.2 RKE 


的 最 小 多 项 式 m, Q). 
解 4 的 特征 多 项 式 为 


fQ) = |E —A|= Q — 2222 —3) 
故 4 的 最 小 多 项 式 只 能 是 
Q—2Q—3 或 一 2 一 3) 
但 由 (4 一 2E) (4 一 3E) = 0 知 A4 的 最 小 多 项 式 为 
ma Q) = Q—2)Q —3) 
WRR A 与 矩阵 B 相似 , 则 由 相似 的 性 质 和 定理 3. 3,4 知 ,4 与 B 有 相同 的 
最 小 多 项 式 . 但 是 要 注意 ,这 个 条 件 并 不 是 充分 的 , 即 最 小 多 项 式 相同 的 矩阵 不 一 


定 是 相似 的 . 下 面 的 例子 说 明了 这 个 结论 . 
例 3.3.3 设 


Q: O- G os 
@ omne 
O = O a 
O O O = 
O O = = 
O N O O 
Y O OD 


076 


a anneta 833 “矩阵 的 标准 形 


4 与 B 的 最 小 多 项 式 都 是 (4 一 1)?(4 一 2), 但 它们 的 特征 多 项 式 不 同 ,因此 4 AB 
不 是 相似 的 . 
例 3.3.4 K k R Jordan 块 


a 1 
a 1 
J = 
1 
a 
的 最 小 多 项 式 . 
E J 的 特征 多 项 式 为 (x 一 a)》*, 而 
0 1 0 = 0 
0 0 1 0 
J—aE = |: : : 
0 0 O 1 
0 0 0 0 
0 0 1 
0 ... 0 0 
J—aE) = |, 、 .| 天 0 
0 0 0 
所 以 了 的 最 小 多 项 式 为 (zx 一 a)*. 
例 3.3.5 RERE 
一 2 1 0 0 0000 
0—2 0 0 0000 
0 0 —2 1 0 0 0 0 
A o 0 0 一 2 1 0 0 0 
| 0 0 0 0 一 2 0 0 0 
0 0 0 0 0300 
0 0 0 0 0031 
0 0 0 0 0003 


的 最 小 多 项 式 . 
f A 的 特征 多 项 式 是 Q + 2)”( — 3);, 故 A 的 最 小 多 项 式 的 形式 是 
Q +2:Q — 3). 
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由 于 


OO o 
W Q. 
Ol or © 


A+2E = 
5 
0 
—5 1 
0 一 5 
=g i 4 
E Gs s. 
0 0—5 | 
0 
0 1 
0 0 


所 以 由 分 块 矩 阵 乘法 可 知 ,要 使 (4 十 2E)*(4 一 3E)' = 0, 只 需 注意 使 寡 零 矩阵 的 
那 部 分 变 为 零 惩 阵 所 需 乘积 的 次 数 . A+2E $E B 3 3 次 , 即 在 (4 十 2B) HRRE 
矩阵 的 那 部 分 变 为 零 算 阵 , 而 A 一 3E RR AR 2 次 便 可 以 达到 目的 . 因此 ,4 的 最 
小 多 项 式 是 


m, Q) = Q +2) Q — 3° 
一 般 地 ,如 果 4 是 一 个 准 对 角 阵 
| 
A= 
0 A, 
B A, 的 最 小 多 项 式 为 m, A), A, 的 最 小 多 项 式 为 ma, QA) ,那么 A 的 最 小 多 项 式 
为 mA WI mw (4) 的 最 小 公 售 式 [m4, Q) , ma, Q) 1. 


事实 上 , 记 
gQ) = Lm (A), ma, A] 
首先 
r | 0 > r. 
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四 第 3 章 ， 憩 阵 的 标准 形 


因此 g() 能 被 A 的 最 小 多 项 式 整除 . 其 次 ,如 果 p OQ) E: A 的 最 小 多 项 式 ,那么 


Wi 0 
0 hA) 


因而 
ma Q) | RY, ma Q) | AQ) 
由 此 知 g (Q) | Q). 从 而 80 是 4 的 最 小 多 项 式 , 即 
` m. Q) = gQ) = [ma A), m, (A)] 
这 个 结论 可 以 推广 到 A 为 若干 个 矩阵 组 成 的 准 对 角 阵 的 情形 . 即 如 果 
A, 


A, 
A, 的 最 小 多 项 式 为 ma AG = 1,，2,…,s), 则 4 的 最 小 多 项 式 为 
ma (À) = [m,, A), ma, Q), ===, ma (CN 
特别 地 ,4 的 Jordan 标准 形 的 最 小 多 项 式 为 
my Q) = m A) = (A — A)... (A — AD... (QQ — AD 


其 中 ,1 s Azs eto À, DWA Ws 个 不 同 的 特征 值 ;9 是 A 的 Jordan 标准 形 的 Jordan 
H J, 子 块 J，， Ja» .... Jir 中 阶 数 最 高 者 ， i= 1, 2, ne S. 


一 1 一 2 6 1 0 0 
例如 , A 二 | 一 1 0 3| 的 Jordan 标 准 形 为 J 二 10 1 1|, 则 由 上 述 内 容 
一 1 一 1 4 0 0 1 
可 知 ,4 的 最 小 多 项 式 为 
ma. Q) = (和 一 1)2 
综 上 分 析 有 下 述 定 理 . 


定理 3.3.5 设 AE C™, 则 A 的 最 小 多 项 式 为 4 的 第 n 个 不 变 因 子 aa, QO. 
定理 3.3.6 设 4E ceo, 则 4 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 最 小 多 
项 式 没 有 重 根 . 
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1. 试 求 下 列 矩 阵 的 不 变 因子 与 初级 因子 ， 


—1 
Q) A= = 
2 
a —b 
a —b 
(2) A= a —b, (b, 0,i=1, 2, =", n—1); 
I — b,a 
L a 
—1 1 0 
(3) 4 一 | 一 4 3 0|. 
1 0 2 


2. 试 求 下 列 矩 阵 的 Smith 标准 形 . 


1 一 2 ”一 1 0 
人 i 
0 0 和 一 2 
A A 0 0 
(2) AQ) = 0 A 0 
0 0 Q+1° 


3. 利用 Cayley-Hamilton 定理 证 明 : 任意 可 逆 矩 阵 A 的 逆 矩 阵 4 ”都 可 以 表 
示 为 4 的 多 项 式 . 


4. 设 A 二 人 一 小 证明; B = 2A* —12A° +194? —29A + 37E ET WERE, 
并 把 BORREA 的 多 项 式 . 
1 02 

5. A= |0 一 1 1|, 试 由 Cayley-Hamilton 定理 计算 gA) = 24” 一 
o 10 


345 +A! +A’ — 4E. 
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6. 试 在 复数 域内 , 求 下 列 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 ， 


1 一 1 2 
(1) 4 一 |3 一 3 6l; 
2 一 2 4 
3 7 一 3 
(2)4 一 | 一 2 —5 2]; 
—4 —10 3 
3 0 8 
(3) A=| 3 —1 6l; 
一 2 0 一 5 
4 5 一 2 
(4) A= |—2 一 2 1l; 
一 1 一 1 1 
3 1 
(5) 4 一 一 一 
_ 2 1! 
一 1 0 f 
7. 试用 矩阵 的 Jordan 标准 形 证 明 A 与 4” 相 似 . 
一 1 0 1 
8. A = 1 2 O|. WRA. 
—4 0 3 


9. 试 应 用 矩阵 的 Jordan 标准 形 求解 线性 微分 方程 组 


dz 
一 : 一 2x, + 2x; — zs 


dz 
dz 
4 — m 2 T zs 
dz 
T =— T) — 2r; 十 27s 
这 里 Xis 29 T3 都 是 t 的 未 知 函 数 . 
2 2 —1 
10. KA= —1 一 1 1| 的 最 小 多 项 式 . 
一 1 一 2 2 


和 矩阵 的 标准 形 


11, 证 明 ; 若 n 阶 方 阵 满足 4? 一 54 =— 6E, 则 A 相似 于 对 角 阵 . 
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12. 设 矩 阵 4 的 特征 多 项 式 为 FA) 一 | AE —A |= Q — 22 Q — 33. 
(1) 给 出 4 的 所 有 可 能 的 最 小 多 项 式 ; 
(2) 给 出 4 的 所 有 可 能 的 Jordan 和 矩阵. 
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和 矩阵 分 解 


将 矩阵 表示 成 特定 类 型 矩阵 的 乘积 ,这 种 表示 称 为 矩阵 的 分 解 , 矩阵 的 分 解 理 
论 与 方法 是 矩阵 分 析 理 论 的 重要 内 容 ,也 在 解 线性 方程 组 , 求 特征 值 , 求 广义 逆 矩 
阵 的 实际 计算 中 有 着 重要 的 应 用 价值 . 


和 矩阵 的 LU 分 解 


4.1 


定义 411 RAEC”, # ATURKE- F fp E L 与 一 个 上 三 角 
ERE U 的 乘积 f 


A = LU 


则 称 其 为 矩阵 和 A 的 LU 分 解 ( 三 角 分 解 ). 
定理 4.1.1 BAEC, WRA 的 顺序 主子 式 


ai aiz t Alina 
an qa Q21 a22 ”Ga 一 
an = 0, 天 0，…， : š z #0 
CQ21 A22 : 3 : 
Ca 一 1， 1 Cn 一 1， 2 Ka ani, n—l 


则 存在 唯一 的 主 对 角 线 上 元 素 全 为 1 的 下 三 角 阵 工 与 唯一 的 上 三 角 和 矩阵 ,使 得 
A = LU. 
| i ”我们 对 矩阵 A 的 阶 数 n 使 用 数学 归纳 法 . 明显 地 , 当 =” 一 1 时 ,au = 1+an 
就 是 唯一 的 分 解 式 . 
现在 假定 对 n 一 1 阶 和 矩阵 ,定理 的 结论 成 立 . 我 们 证 明 对 =” MERRER. 
对 A 进行 分 块 
Amı @ 
-| 


Sy 
C2 Ann 
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RP ay, a, € C" `. 由 于 2 一 1 阶 和 矩阵 4 的 上 阶 顺 序 主子 式 就 是 4 的 阶 顺 序 主 
FA (一 1，2，…， n—2), 故 它们 都 不 为 零 . 从 而 由 归纳 假设 ,4。; 有 唯一 的 LU 
分 解 


Anı 一 LU, 
其 中 工 ,的 主 对 角 线 上 的 元 都 是 1. 由 于 
au a, So ai, “一 1 


azı az e Arna 


| 4 |= =| Ly || Ui |= 0 


Cn 一 1 1 an~, 2 =e a 


所 以 ， 5 及 U, E n—1 Br Rf EERE. 
我 们 先 假设 已 有 4 = LU, 其 中 


L Ea > 7 ; U Hi P B | 
yr J OT ünn 
这 里 bp,Ye c", Unn 待定. 作 乘 积 


L, U, ., L, B 4 1 On 
VU, Y'B+u,) 


n—l, n--l 


ro= | 


a a 
BJ B, y, =, 必须 满足 . 
Lab = a » YU, = a; 9 YBH unm = Am 
EER Ln Un 可逆, 所 以 由 上 式 可 以 唯一 确定 
B= LG, Y =mU; un=am—YP 
这 就 证 明了 A 的 LU 分 解 的 存在 唯一 性 . m” 
矩阵 的 三 角 分 解 在 求解 线性 方程 组 时 将 十 分 简便 . 如 对 线性 方程 组 Ax = b, 
RA = LU 是 其 LU 分 解 . 我 们 先 求 解 方 程 组 Ly = b. 由 于 工 蚌 下 三 角 和 矩阵 , 则 解 
向 量 y 可 以 通过 依次 求 出 其 分 量 y，》 ，…， 而 求 出 ,再 求解 方程 组 Ux = y. 解 
向 量 x 可 以 通过 该 方程 组 依次 求 出 分 量 z,，z,_1，…，xs ,zi 而 快速 得 出 . 于 是 由 
两 个 方程 组 Ux = y, Ly = b 的 求解 而 给 出 LDUx = Ly = b = Ax 的 解 . 
M n EREA 满足 定理 4. 1. 1 的 条 件 时 ,我 们 可 以 用 初等 变换 的 方法 求 出 工 
MU. HAM A = LU 时 ,由 于 工 可 逆 , 故 必 存 在 可 逆 阵 卫 组 Š 
PL = E 


PA = PLU = U 
也 就 是 说 ,我 们 可 以 先 对 A 施行 行 的 初等 变换 得 出 上 三 角 阵 U , 而 矩阵 己 可 以 通过 
对 单位 阵 五 进行 相同 的 行 初 等 变换 得 出 . 即 有 
P(A, E) = (PA, PE) = (U, P) 

于 是 

A = P “U 
为 保持 P 为 下 三 角 阵 ( 从 而 P EEFE) ,在 进行 行 初等 变换 时 ,不 能 进行 行 
的 对 换 , 上 行 的 倍数 应 加 到 下 行 的 对 应 元 . 


例 4.1.1 将 矩阵 
1 0 7 
4 一 |3 2 0 
1 1 1 
进行 LU 分 解 . 
解 
107100 
(A,E)=|3 2 0 0 1 0 
1 1 1 0 01 
1 O 7 100 
|o 2 —2 —3 1 0 
0 1 —6 —1 0 1 
1 O 7 1 0 0 
0 2 一 21 一 3 1 0 
9 1 1 
二 二 一 二 1 
00 x 3 2 
从 而 
1 0 
一 3 1 
P= ; I 
二 一 二 1 
2 2 
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o E 


因为 


[= = ° 


所 以 


° O 


|= =. ° 


定理 4.1.2 在 定理 4.1.1 的 条 件 下 ,存在 唯一 的 主 对 角 元 都 是 1 的 下 三 角 阵 
工 与 上 三 角 阵 U, 以 及 唯一 的 对 角 阵 DD, 使 得 


A = LDU 
证 ”我 们 首先 证 明 这 种 形式 的 分 解 的 存在 性 . 由 于 

A = LU 
其 中 工 是 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 阵 . 作 分 块 矩 阵 的 乘法 : 


a aa i a 
Az Az La Lz 0 Us 


则 
A, = L,U, 
于 是 
|A, |=| L, || U, |= unuz" un FO k=l, 2, e n—1 
即 
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1 0 0 Uji Ui Uin 
A= lz 1 0 ° U22 Un = LU 
La la 1 0 0 Unn 
时 ,有 uno Us ts Uni, n1 Æ 0. 所 以 
1 Uiz Uis Ui, nl Uin 
| ° F 1 tài Ul tai ui 
; 0 Un 0 1 Uzs a uz n—1 Un 
A= 21 “a U22 Wz2 
: : : ws : +: : : 
la Lo e 1 , 
1 n2 tn 0 0 O . 1 Uni, n 
Un, n= 
0 0 0 0 1 
= LDU, 
L, U, 就 是 主 对 角 元 全 为 1 的 下 、 上 三 角 和 矩阵 ,D 是 对 角 阵 . 口 


BEA =L DU, = L,D,U,, 其 中 Li, 工 是 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 阵 ,U0 , U, 是 
主 对 角 元 为 1 的 上 三 角 阵 , 则 


A = L, (D.U,) = L,(D,U,) © ALD 
是 A 的 两 个 LDU 分 解 .根据 4 的 工 U 分 解 的 唯一 性 知 
LD=L=L, DU,= D,U, = U 
但 由 式 (4. 1. 1) 又 得 
Li'LiD, = D,U,U:' (4. 1. 2) 


” 式 (4.1. 2) 左 边 的 矩阵 是 下 三 角 和 矩阵 , 且 主 对 角 线 上 的 元 素 是 D, 的 主 对 角 线 上 的 对 
应 元 ,而 右边 的 矩阵 是 上 三 角 和 矩阵 ,其 主 对 角 线 上 的 元 素 是 D, 的 主 对 角 线 上 的 对 应 
JÈ. 从 而 L; L, D, = D,U,UT 是 对 角 阵 . 所 以 , D, = 应 . 

& D, = D, = diag(d,, dzs +, dp), U, = G), U, = U), U = G), JJH 


DU 一 D,U, = U 
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1 | >>> eamm EEN EE 


D Q ... CD) D 
d, duz dı u3 diti, n-i diut 


0 d, d, wa . d, WwW d, wn 


(1) 
0 0 d, d, u, n 
0 d, 
(2) QE g (2) (2) 
d, du dı u3 diui, n diuin 


0 d, d, we .. d, Wl d, us 


0 0 0 TAN d, d,i u? n 
0 d, 
un Wz Uin 
0 u Uzn 
0 0 Unn 


HFEA unun", a, a AOH d, = ua de = uns > dr = u. HIDDE. BE 
以 ,有 
du? =du?, i=l, 2 7 一 1 一 2 3, n i <j 
即 
u? — 0, 1<i<n—1 2<j=<mn i<j 


ij 


所 以 


推论 4.1.1 假定 矩阵 4 满足 定理 4.1.1 的 条 件 且 4 = A", 则 存在 主 对 角 元 为 
1 的 下 三 角 阵 工 与 实 对 角 阵 也 ,使 得 
A= LDL" 


称 为 A 的 Cholesky( 乔 列 斯 基 ) 分 解 . 
证 ”由 定理 4.1.1, 存 在 主 对 角 元 为 1 的 下 、 上 三 角 阵 工 ， U 及 对 角 阵 DD, 使 


A = LDU 


并 且 这 样 的 表示 是 唯一 的 根据 
A" = UHpšL = LDU = A 
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KUF, L? 分 别 是 主 对 角 元 为 1 的 下 、 上 三 角 阵 ,由 分 解 的 唯一 性 ,可 知 
U=I, DD=D 
所 以 ,D 是 实 对 角 阵 且 
A = LDL 口 ] 


ii 4.2 矩阵 的 QR 分 解 


在 定理 2. 2. 1 中 ,我 们 利用 Gram-Schmidt( 格 拉 姆 - 施 密 特 ) 方 法 将 一 组 线性 无 关 
的 向 量变 为 与 之 等 价 的 一 组 单位 正 交 向 量 . 这 一 过 程 将 给 我 们 提供 另 一 种 矩阵 的 分 
解 形 式 . 
定理 42.1 设 AEC”™,m 之 n 且 rankA 和 一 n, 则 必 存 在 非 奇异 上 三 角 nxn 矩 
EE R K m > n PB EE Q, QQ = 五 ， 使 得 
A=QR 
证 将 4 写成 分 块 矩阵 
A= (on ， CO2 ，…， a) 
则 因 rank A = N, 故 Qis Œ, t, Œ, 线性 无 关 ， 由 推论 2. 2. 1 知 
(æ » 02 , °" a) 
IB II (œ, y) + (@,, 7) 


| | ... (m, Y) 
= Ms Yos tts Yp) h. .. . ° 


IB, |I 


a> 


Q= (Y, Yz» ty Y,) 
IB. | (G,, Y) ... (Can Y) 


IBI = (œ, 1) 
1 有 1 


则 因 Q 的 列 向 量 组 是 单位 正 交 组 , 故 Q?Q 一 可 ,又 因 |IB | 0 G= 1, 2, e na), 
故 R 的 主 对 角 线 上 的 元 都 不 为 0, 从 而 是 非 奇 异 的 上 三 角 阵 . 
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特别 地 , 当 m = n Bf ,Q Æ n Br Es kE E£. 


我 们 将 等 式 4 = QR 称 为 矩阵 的 QR 分 解 . O 
例 4.2.1 已 知 矩 阵 
1 2 2 
4 一 |1 0 
0 1 1 
RA RI QR 分 解 . 
解 令 A 二 (gw, G,), X, G,, a, 进行 Gram-Schmidt 过 程 得 
B Es 
== = 1,1, %07, 一 一 二 一 一 s ds 7 
P=% = ( ) 1 TA o 1, 0) 
B,= œ — (@,, Wn = (A, 一] D7, Y; saie a rome 1 DY | 
i ? Bll ws 
B.= œ — (G,, Y,)Y, — (Gs, 7,27, a 1,21, $, gale zA 1, 27 
3 1p ve 
从 而 
[BN Coe, y) (G, 7,) 
A= (7 ， Yz» | l B, | (G, | 
il 2; |l 
Eo alrt el 
I 
1 1 1 V3 一 
-| & Á “s 
1 2 v6 
0 — F 3 
V3 V6 
即 为 所 求 的 QR 分 解 . 


对 于 矩阵 是 列 满 秩 时 ,利用 Gram-Schmidt 方法 可 以 得 到 矩阵 的 Q R 分 解 ; 如 果 矩 
阵 不 是 列 满 秩 时 ,其 实 也 可 以 利用 这 一 方法 得 到 矩阵 的 QR 分 解 . I 
例 4.2.2 已 知 和 矩阵 s 


121 
A=|0 0 1 
h, 2 3 


u neterneeetstrrmrentermesstsntrtemmerem= m1111 === 第 4 章 矩阵 分 解 


K A 的 Q R 分解. 

解 SA = (G. , @,, G,), 对 Qis G,, Cs 进行 Gram-Schmidt 过 程 得 
b=a = GQ, 0, D7, y=- -14 0, 1)" 
Oo =T A ? 
B,= a, — (œ, YY, = (0, 0, 0)7, " 0, 0)! 

B.= os 一 (as， y OY, 一 (as， Y,)Y, = (0, 1, or, s= T (0, 1, or 
从 而 
|! B. | CA 9 Y.) (CA » Y) 
A= 《7 ， Yas Y) | B: | (G, ， Y; 
IB, | 
V2 V2 V2 V2 
一 |0 0 1110 0 O 
I o ọll0 0 1 
V2 


由 于 上 面 第 二 式 左 边 矩 阵 不 是 正 交 阵 , 所 以 第 二 式 不 是 矩阵 4 的 QR 分 解 .但 是 上 
面 第 二 式 中 左边 矩阵 中 的 第 二 列 取 任何 值 都 不 影响 等 式 , 故 可 取 第 二 列 为 


1 T 
>: 0, A ,于 是 


V2 V2 
1 _ 1 Ó 
JZ Vi |[⁄2 Vi /2 
A=] 0 0 ljio 0 0 
1 1 oo o 1 
V2 2 
即 为 4 的 QR 分解. 


对 于 不 是 列 满 秩 的 矩阵 ,也 可 以 利用 所 谓 的 Householder 方法 得 到 矩阵 的 QR 
分 解 . 
定义 4.2.1 设 wEC" 是 单位 向 量 , 令 


H = E— 2uu" 
#& H Ñ Householder #E pEzg Householder 变换 ， 
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定理 4.2.2 H E xn Br Householder 矩阵 , 则 

G) HË = H; 

GD H° = E; 

GD 五 以 1 为 n 一 1 重 特征 值 , 一 1 为 单 特征 值 ; 

工 

Gv) H = h 号 | 是 w+ 阶 Householder 矩阵 ,其 中 0 € C”. 

证 容易 由 定义 证 明 (D 和 (i 订 ,下 证 (ii) 与 (iv)， 

Gü) 当 2 一 1 时 , H = (一 1) 结论 成 立 . BRE 222. F ARH 的 一 个 特征 值 ， 
a 为 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 


Ha = àa 
ERER H, H GDI 
(a — 1a = 0 
H a0, 故 
4 一 士 1 
设 特征 值 1 与 一 1 的 重 数 分 别 为 ri，r;, 则 
r Pr = n 
*u= (h, ġe, Š) BAME 4848 H = E— uu", JI 
Tr) = I —2|8& D+ I—2|8 P) +. (1—2 |, 1 


=n—2 > | š |? = n— 2u"u = n—2 = r, -r 
i=1 
于 是 ni, n 满足 方程 组 
= =n 


ri —r =n—2 
由 该 方程 组 解 得 


r 一 ?一 1， r, = 1 


r | i 
S He runs yx 0 —2uu" 


= E... —2(°) (0, u”) 
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Ma e c™, Ha" a= (0， wo 人 .= uau 一 1,8Rü E: n + 1 维 单位 向 量 . 所 以 
H =E, — 2 i a” 
Æ n+ 1 B; Householder 和 矩阵 . 口 
E 0 
由 定理 4. 2. 2 立即 可 得 ; | H |= 1, | N M 仍 为 Householder 和 矩阵. 


对 和 矩阵 进行 QR 分 解 时 ,主要 利用 Householder 矩阵 的 下 列 结果 ， 
定理 4.2.3 e =, 0,1, O7 € C", B= Gai, t230 r)! € C", BZ 


0. $ 
ABI, z, Æ 0 
K= |z | 
IBI z=0 
„= Piee_ 
1 B+ ze: || 
W H = E — 2uu! 是 n 阶 Householder 矩阵 , 且 有 
HB =— pe, 


证 首先 注意 到 ,因为 


(Cra e Tzs > z), z, #0 


B+ ue, = 
CIBI, z; =s £,) > z, = 0 
所 以 
B+ ze, #0 
从 而 wu 是 有 定义 的 单位 向 量 . 又 
pae = -1 JBI, zı #0 
HE a TET T 0, z, 一 0 


故 ppae, 是 实数 , 且 |a |= IBI. 于 是 
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HP = B —2uu" B 
2(B+ pe, )”B 
= B— (B+ ue.) Torpe, |? 
由 于 f 
(B+ ue)" (B+ pe) = (B'+- pei) (B+ Wei) 
= B” B+ peib eb ’e + z |° 
一 2828 十 2 per B 
一 2(8 十 pei)sp 
所 以 


HB 一 有 一 (8 十 pel) =— pe, 


上 述 定理 反映 了 Householder 变换 的 作用 , 即 可 以 将 非 零 向 量 e 变 成 与 e; JE 
线 的 向 量 一 ce; ,而且 | o |= | a | ` 

定理 4.2.4 设 4 为 任 一 ?” 阶 和 矩阵 , 则 必 存 在 MEERE 和 阶 上 三 角 阵 
R ,使 得 


A=QR 


证 ”第 一 步 , 将 矩阵 4 按 列 分 块 写成 4 = (G. , G,, ---, 0,). 如 果皮 > 0, 则 由 
定理 4.2.4 知 ,存在 n 阶 Householder 矩阵 H, ,使 得 


H,G@, =— ae, |a |= lal, e € Cr 
于 是 有 
HA = (Ha, , HQ,, Ha) m 
0 
如 果 a, = 0, 则 直接 进行 下 一 步 ,此 时 相当 于 取 H, = 五 ,而 a, = 0. 


第 二 步 ,将 A,_1 按 列 分 块 写成 Å, = (B, B... sety B,) , 如果 B, = 0, 则 存在 
n— 1 K Householder 矩阵 百 。 ,使 得 I 


H,B, =— a, č,» |a |= HB Ú, g, € C7 
于 是 有 
H,A, i = (H,B, , H,B, y. ese BB.) 
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此 时 , 令 


— Ql x ' x ... x 
= 0 — a; I x .`.. x 


% B, — 0 时 ,直接 进行 下 一 步 
第 三 步 , 对 ”一 2 阶 和 矩阵 继续 进行 类 似 的 变换 ,如 此 下 去 ,至 多 在 第 ”一 1 步 , 我 
们 可 以 找到 Householder 矩阵 及，H,，…，H,_i ,使 得 


— a x 
— a; 
五 H, HA = `-. =R 
a, 

其 中 可 能 有 某 些 

H, — E, 
£ Q = H, .--H,BH., 则 QQ 是 西 矩 阵 之 积 ,从 而 必 为 酉 矩阵 并 且 

A=QR | 口 


例 4. 2.3 ”对 和 矩阵 


利用 Householder 方法 求 其 Q R 分 解 . 
解 对 向 量 a 一 (1, 2, 2), a, 一 一 3， 令 
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Qi 十 aiel 
u =—— 一 一 (一 1， 
1 中 m. ae, l = í 1, 1)7 


由 此 作 Householder 和 矩阵 
1 2 2 
H, = E— ul = + 2 1 —2 
2 一 2 1 

从 而 
3 1 2 
0 1 一 1 
0 0 0 


所 以 矩阵 和 的 Q R 分 解 为 


° == 
| 

° = t° 
l 
S 


pauu 


O o ù% 


> 
l 
wj wy w|= 
wj wj= wj 
| 
wj= wj w| 


I 43 ”矩阵 的 满 秩 分 解 


非 零 矩 阵 的 满 秩 分 解 是 一 种 形式 最 为 简单 的 分 解 类 型 . 我 们 将 在 本 节 对 此 进 


行 讨论 . 本 章 的 后 面 将 会 看 到 其 应 用 . 
定理 4.3.1 设 A 是 m Xn 复 矩阵 , rank A 二 + 之 1, 则 必 存 在 秩 为 7 的 两 个 矩 
阵 P € C™, Q, € C™', 使 得 


A = PQ | (4.3.1) 


证 在 线性 代数 中 ,我 们 已 经 知道 ,对 任意 秩 为 7 的 矩阵 4, 必 可 以 通过 初等 
变换 将 其 化 成 Hermite 标准 形 . 即 有 m MIEKE P 与 阶 满 秩 矩阵 Q ,使 得 


I, 中 


人 É 0 


K P, Q 分 块 
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Q. 
P = (Pi, P,), = 
o- fo] 
其 中 已 € C”, Q, € C”, JJ P, AIMEE O 为 行 满 秩 矩 阵 . 并 且 有 
L 0 L L 
A -efi ojo=7[ [Ç] a: o jo = [ei] ta 0] = P,Q, O 


我 们 将 式 (4. 3. 1) 称 为 4 的 满 秩 分 解 . 定理 的 证 明 过 程 虽然 也 提供 了 一 种 矩阵 
的 满 秩 分 解 方 法 ,但 计算 比较 麻烦 . 下 面 来 讨论 其 简便 的 做 法 . 

在 线性 代数 中 ,我 们 知道 行 最 简 形 矩阵 是 一 种 特殊 形式 的 矩阵 ,这 种 矩阵 具有 
如 下 特征 ; 

D 元 素 全 为 0 的 行 在 非 零 行 的 下 方 . 

(2) 非 零 行 中 从 左 到 右 的 第 一 个 非 零 元 是 1, 称 为 该 行 的 首 1 元 素 . 首 1 元 是 
所 在 列 的 唯一 非 零 元 . 

任 一 矩阵 必 可 以 通过 有 限 次 行 的 初等 变换 化 成 行 最 简 形 . 

定理 4.3.2 设 A 是 m Xn 和 矩阵, rank A = r. 如 果 和 的 行 最 简 形 矩 阵 H 的 首 
1 元 分 别 在 H 的 第 ji， jas o j, 列 , 取 HH 的 前 7r 行 构成 的 矩阵 为 C, A HB jio 
jz2，"…，j; 列 构成 的 矩阵 为 B, 则 
A = BC (4. 3. 2) 


就 是 矩阵 A 的 一 个 满 秩 分 解 . 
证 由 于 4 经 过 行 的 初等 变换 化 成 互 , 则 必 存 在 记 阶 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 PA = 
H. A, HH 按 列 分 块 


A = (@, a, ， .... a) 
H = (Pa, Pa,, .... Pa, > = (G,, Q, °" .. r.) 


由 行 最 简 形 矩阵 的 定义 不 难看 出 


Gp 
Pa, = @ 一 €; = (0, ... 0, 1,0, =, 0) e C” 
其 中 ， i= l, 2, e, r3 0 9 G; rs G, Æ H 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 
将 和 矩阵 C 按 列 分 块 
C 一 (B. Bz; °... B), B. = C; k = 1, 2, "ees N 
易 知 CE C RE. rank C 一 Ts B.B. s °°... 有. 是 向 量 c; 9 ”9 C， 分 别 由 极 大 线性 无 关 
Hã, CPR .... 2 线性 表示 的 向 量 , 即 
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(CHF Cs ， | č) = CFE G, °... G.) Bi» B... .... B.) 


SB = CPE CPE "5.3 Ci ) e€ Car, 则 由 (4. 3. 3) 有 


A = P” (CGI， 0,， -eg 0.,) 


= (PG, pt,,, ERTS P'ë&,)(B., B... 2 


= (CFE G, erry G. )(B,, B. ， .... B.) 
= BC 
例 4.3.1 HERE 


例 4.3.2， 设 矩阵 


试 求 4 的 满 秩 分 解 . 
解 ” 对 4 施行 行 初等 变换 


1 一 1 3 7 106 5 
1 0 6 5—>|0 1 3 一 2 


A= 
0 2 6 —4 0 0 0 0 
取 
1 一 1 
1 0 6 5 
0 3 一 2 


0 2 
J A = BC 即 为 4 的 满 秩 分 解 . 
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H 4. 4 矩阵 的 奇异 值 分 解 


由 第 2 章 知 ,对 于 正规 矩阵 A € OC, RERE U 及 对 角 阵 了 ,使 得 
A = UDU" 


对 于 一 般 的 m Xn 矩阵 ,我 们 希望 找到 类 似 的 分 解 ,这 就 是 奇异 值 分 解 . 矩阵 的 奇 
. 有 异 值 分 解 是 计算 矩阵 的 重要 手段 ,在 控制 理论 .优化 问题 .广义 逆 和 矩阵 等 有 着 重要 
的 应 用 . 

由 第 2 章 知 ,对 于 mX n EREA, BF n BE E ASA 是 正规 矩阵 ,从 而 必 西 相 
似 于 一 个 对 角 阵 , 且 其 特征 值 都 是 非 负 实数 


À =Z. >À, > 0 = À, Z ++ > 4, 


其 中 , rank(AĦA) = rank A = r. #R d, = JÀ; G = 1, …，7) 为 矩阵 4 的 奇异 值 . 
显然 ,奇异 值 是 半 正 定 (或 正定 ) 和 矩阵 (484)22 的 特征 值 ,其 中 非 零 奇异 值 的 个 数 等 
于 矩阵 A 的 秩 ， 

定理 4.4.1 RÆ A € C™, rank A =r, MEERE U eec, Vve 
C”, 使 得 


4 一 DEV (4. 4. 1) 


Eh, g= A 中 D = diag(di，…, d,) (d, 之 … > d,) KER A HESR 


式 (4. 4. 1) 称 为 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 . 
证 首先 , 设 矩 阵 ARA 的 特征 值 为 4 之 =À, >0= A = =+ = Àn 和 相对 
应 的 正 交 单位 特征 向 量 Yis °... Y,» Y. A -ey Y, S f 
D = diag(d,, py， d), di=Vh, i=l, sr 
y = (V, , V,), V, = (Y, 9 ”9 Y,), V, = CY, > ea Y,) 
TEIR V 为 本 矩阵 , 且 
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H HAH HAH 2 
ee = Daran, | |a "| 
比较 上 面 等 式 , 有 
VHANAV, = (AV, )H(AV,) = D? 
V/AHAV, = (AV,)F (AV,) = 0 
由 此 有 
D 1IVHAHAV,D 1 = E, (4. 4. 2) 
AV, = 0 (4. 4. 3) 


ŞU, = AV,D : € C”, MERC. 4. DAU, 的 列 向 量 是 + 个 m 维 的 正 交 的 单位 
向 量 , 故 一 定 存在 矩阵 UE C% ,使 得 矩阵 U = (U, , UD 为 西 矩阵 . 于 是 


U;U, = 0 (4.4. 4) 
最 后 由 式 (4. 4. 2)~- 式 (4.4.4) 有 
Un UHAV,ID D UÏAV, 
UHAV= | AV V.) =| y S z 
U; UHAV,D ID UiAV, 


_ [UYU,D UiAV:| /D 0 aj 
 |USU,D UHAV,) ` P 0)= 

具体 计算 矩阵 的 奇异 值 分 解 时 ,可 以 按 下 列 步 台 进行， | 

G) RHEE AA 的 特征 值 为 1 See A, D0 =, 之 "之 加, 确定 4 的 
非 零 奇异 值 d, = VA G=1, r). 

(2) 求 出 矩阵 4 4 的 对 应 于 特征 值 为 4， 的 特征 向 量 并 将 其 单位 正 变 化 ,得 到 
标准 正 交 向 量 组 Yis .... 了， Y-i? Yn S 

V= (V> V), V, = (y; °... Y), V, = CY, > °... Y, ) 


(3) 计算 U, = AV,D'. 取 一 矩阵 U, € Cr, 使 得 它 的 m 一 ?个 列 向 量 和 
U, 的 > 个 列 向 量 构成 C" 的 标准 正 交 基 . 令 U = (U, U2), 从 而 A 一 UEV”. 


1 2 
例 4.4.1 求 矩 阵 4 一 |0 0| 的 奇异 值 分 解 . 
0 0 
解 因 
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故 A 的 奇异 值 为 
d, = V5， d, = 0 
AA 对 应 于 特征 值 5,0 的 标准 正 交 特征 向 量 为 


r= bpl y P: —1)" 
' [v5 A5] ?v5 F] 
令 
i 2 
V5 V5 
V = 2 _1 = (Vi, V,), V, 一 (7)， V, = (7,) 
5 5 
1 0 0 
TU, =AV,D = o|, WU, = l1 0l, MJ 
0 0 1 


从 而 


Ii 4.5 广义 逆 矩 阵 


作为 矩阵 分 解 的 一 个 理论 上 的 应 用 ,我 们 在 本 节 将 讨论 广义 逆 矩 阵 的 定义 与 


构造 方法 . 由 广义 首 矩 阵 可 以 确定 线性 方程 组 的 最 佳 逼 近 解 ， 
定义 4.5.1 WAECO, FAE X Ec”, 


AXA =A 
XAX = X 


(AX)®? = AX 


(4. 5. 1) 
(4. 5. 2) 
(4. 5. 3) 
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(XA)! = XA (4. 5. 4) 


则 称 X 为 矩阵 4 的 Moore-Penrose( 摩 尔 - 彭 罗斯 ) 道 ,简称 为 A IE je 
X At. 
当 4 是 ” 阶 可 逆 阵 时 ,容易 看 出 At = A. 
定理 4.5.1 对 任意 的 4E C”, A HEHE. 
证 ” 先 证 明 4 的 存在 性 , 
#A= 0 X = 0 € C”, MTI 
X= AT 
不 妨 设 rank A 二 + 之 1, 并 设 A = BC 为 4 的 满 秩 分 解 ,其 中 BE C™ ,CE 
C”, H rank B = rank C= z. $ 
X = Œ (CC® (B"B) B” O (45.5) 
我 们 证 明 X PEA WWE. 
由 š 
rank(CCF) = r, rank(B'!B) == 
4$ CC”, BB 是 7 WIRE, X BAEK. 
AXA = BCLC (CC™)™ BB) `B" BC 
= B(CC™) (CC™) (BB)™ (BB)C 
=BC=A 
XAX = [C*(CC") (B"B) ` B" BCDC? (CC) (BB) B® | 
= CH (CC®) (B"B)™ (B"B) (CC") (CCC) 1 (BB) B" 
= C7 (CC) (BB) 7 B" 
=x 
(AX)! = [pCC'(CCH)'1(BSB) BH] 
= [B(B" p) B" ]" 
= B(B''B) B" 
= BCCC™) (CC™) B"B) "B" 
= BCLC (CC™) (BB) 1 BH] 
=AX 
(XA) = [œŒ (cc) (BB) B BC] 
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= [cœ (cc) CT 
= CŒ" (ccc 
一 C (CC™) BB) (BB)C 
= XA 
满足 式 (4. 5.1) 一 式 (4. 5.4) ,从 而 
X = A* 
再 证 唯一 性 
假定 X, , X, 均 为 A 的 加 号 逆 , 则 
x, Ê xax, <Š F A", = A" xiy <D 7 AXA" XTX, — (A XK!) AN X X, 
KA A XK, £ (X,A)(X,A)X, Š X,AX, XA 


(1) 
= X,AX X" AXA" — = AX. XA (AX, )H 


(3) 
= X,AX, ia" 2 一 > x, (AX,A)X,AX, 


D x, AX.AX, Š x,AX, Š x, DJ 
推论 4. 5.1 A 是 行 满 秩 矩 阵 时 
A= A" (AAD 7 (4. 5. 6) 
当 A EFE ERT 
At = (AA) A" (4. 5. 7) 
证 WAE C”, rank A= m, A = BC 为 4 的 秩 分 解 , 则 B 是 m Br Rf 35 kB 
阵 , 于 是 
At = ChH(CCH) (BB) © B" 
= C” (CC) "B 
一 CBET(CB CCC 一 DB] 
= 432LBCCC DB 
= A” (AA™)" 
类 似 可 以 证 列 满 秩 的 情况 . 口 
以 下 定理 列 出 了 AT 的 一 些 主 要 性 质 . 
定理 4.5.2 i3 ATER A 的 Moore-Penrose 道 , 则 
G) 〈4+)+ 一 
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GD QA T= AAt, A £0; 

GID (5) = AY, 是正 整数 ,4 是 正规 矩阵 ; 

Gv) (48)+ 一 (40 

G) (ATt= (AT); 

(vi) (44H)+ 一 (At3HAT, (AFA) t= At (AT)F;, 

(vi (UAV)T— VHAT UR, U, V ERER. 

证 ”我们 只 选 证 (v) 和 (vii). 其 他 等 式 要 么 是 显然 的 ,或 者 可 以 类 似 地 证 明 . 


(v) 的 证 明 . 车 A = BC 是 A 的 秩 分 解 , 则 AT = CTBT 就 是 47 的 秩 分 解 .于 是 


《AT)+ Ee BEBT BT TEC CT (CT™OH 
= BHYT" T] TELCCCR) TT CY) 
= [ (CC®) (BB) B" ] (CT 
= [c"Ħ" (cc) BB) TB ]" 
= (M+) 

(vi) RHEE. IÍ UAV = (UB) (CV) 是 UAV 的 秩 分 解 , 故 
(0U4AV)+ = (Cyy[Cy(CV)HT [COB)ECOB)] CUB)" 
= VC (Cc) (B"B) 1 BH JU 


= V"At UH 
例 4.5.1 ERE 
1 2 
A= |1 
1 2 
试 求 4 
解 ” 先 求 4 的 满 秩 分 解 为 4. 
1 
f 
由 此 
oc — 6), 《cco) = (5) 
BB 一 (3)， CBsB) = (+) 


A*= C" (CC) (Bipy ipi 一 =( 


»。 ，] 
15 


2 2 2 


例 4.5.2 W D — (Gs) 是 mxXn 和 矩阵 , 且 当 i 关 j 时 , sy = 0, 称 也 为 广义 对 
fB EE. G X = (加 ) 为 n Xm 和 矩阵 ,其 中 


G = 1, 2, =, min(m, n))k Æ e BF, t, = 0. RI RIE X HERA. 5. 1) 一式 
(4. 5. 4). 所 以 , X = DH. 

下 面 的 定理 是 利用 矩阵 的 奇异 值 分 解 求 广义 道 . 

定理 4.5.3 ÜA = UDV” 是 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 , 则 


At= VD! U" 


证 ”利用 定理 4. 5. 2(iii) 及 例 4. 5. 2 即 证 . 口 
回顾 定理 4. 4. 1 的 证 明 过 程 ,我 们 还 可 以 将 利用 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 求 AT 的 方 
法 进一步 简化 . 

HEREA € C”%, rank A = r, AA 的 特征 值 为 
À Z... 221, > 0 = A, Z =: 
相对 应 的 正 交 的 单位 特征 向 量 y, e Yro Yrgo tto 
° 0 
0 0 


Z, 
Yn F 


)， D = diag(di, =, d), d. = /X, i=1, er 


则 存在 酉 矩阵 U, V 使 得 


A = UV" 
其 中 
V= (Vi, Va), VS, e Y) EC, Vi = Yrs ts Wn) 
U = (U, U,), U, = AVD” € C” 
于 是 
A= U, u) (° o) l =U, DV} 
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注意 , U, V, 并 非 西 矩阵 ,但 rank U, = rank(DVI) = rank(V,) = r, H URU, = 
E,, VËV, = E,. 所 以 , A = U, (DVT) 是 4 的 一 个 满 秩 分 解 , 利 用 定理 4. 5. 1, 有 


At = (DVEDJH[LDVRCDYE)ET [utu J UR 
一 VDTUE 
= V D” (AV, D>)" 
= V (D) VFA" 
这 里 (D2?) = diaggQ7 s Az s, AO. 


2， 试 求 下 列 矩 阵 的 Q R 分 解 ， 


1 0 0 4 1 
1 1j; (3) 11 1 Ij. 
0 1 0 3 2 


3， 试 对 下 列 矩阵 作 秩 分 解 


l J: (2) 


(1) E i 


1 2 3 0 
A= 0 2 1 —1 
一 2 4 一 2 一 人 


4. iB, CER”, A = B+ iC, H 


B —C B C 
R 人 B) ma [ ) 
(1) # A 是 正规 矩阵 , 则 及 是 实 正规 和 矩阵; 
(2) 若 4 是 Hermite 和 矩阵 , 则 RR 是 对 称 和 矩阵 ; 
《3) #A 是 正定 矩阵 , 则 W 是 正定 矩阵 ; 
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(4) 若 4 是 本 矩阵 , 则 民 是 正 交 矩阵 . 
S. 设 4 是 ” 阶 正规 矩阵 ,证 明 A 的 奇异 值 为 


s=|à |, i=1, sn 


其 中 心 是 4 的 特征 值 
6. BEA En 阶 正规 矩阵 ,证 明 ; 


| detA |= sis 5 


其 中 s 是 4 的 奇异 值 . 


7. 试 求 矩 阵 
1 2 
A= |l : 
1 2 
的 奇异 值 分 解 . 
8. 验证 下 列 两 个 矩阵 
0 1 0 
-2 9), Bio | 
0 0 0 0 0 


五 为 另 _ 个 矩阵 的 Moore-Penrose X. 
9 BEA E C™， B € C” (7 之 min(m, n)) 分 别 为 列 满 秩 矩 阵 和 行 满 秩 矩 阵 . 
证 明 ， 


(AB)t= B+AT 
10. 设 
1 1 
A=| 2 0 
一 1 | 
RAT. 
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范 数理 论 及 其 应 用 


在 第 2 章 中 我 们 用 内 积 定义 了 向 量 的 长 度 ,这 个 向 量 长 度 是 几何 向 量 长 度 概 
念 的 一 种 推广 . 本 章 采用 公理 化 的 方法 把 向 量 长 度 概念 进一步 推广 , 即 范 数 的 概 
Z. 范 数 在 数值 计算 和 矩阵 分 析 中 起 着 重要 的 作用 . 


i 5.1 向 量 范 数 


定义 5.1.1 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 若 对 于 V 中 任 一 向 量 a ,都 有 一 非 
负 实 数 || c || 与 之 对 应 ,并 且 满 足下 列 三 个 条 件 ， 

G) 正定 性 . 当 w 尖 0 时 ,都 有 f 

lall > o 
GD 齐 次 性 . IHEM k € P, 都 有 
|| kæ | =| k| Heal 
GD 三角 不 等 式 . 对 任何 向 量 &, BEV, 都 有 
a+Bl < el 十 1181 

则 称 || a || 为 向 量 a 的 范 数 .定义 了 范 数 的 线性 空间 称 为 赋 范 线性 空间 . 

55.1.1 $ a = (zz "s z) E F, a 的 长 度 lal = 
V 刀 十 邓 十 …… 十 世 就 是 R 上 的 一 种 范 数 ， 

事实 上 , 当 w 天 0 时 ,至 少 有 一 分 量 不 为 0, 所 以 | el 0; 当 a 一 0 时 ， lll 
一 V0 F FH — 0. 

又 对 任意 实数 天 e 及 , 因为 ka = (E=, 9 kzz, °... kr,), 所 以 


| ka || = Rr) + t ka) 
=| k |z +z; + +Z 


wawa 第 5 章 范 数 理论 及 其 应 用 


=|k| lll 
"I waku a 对 R" 中 任意 的 两 个 向 量 a 与 及 ,由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 
可 和 
let+pl? = lal? +2, B+ IBI? 

< llel?’ 21] IBI + pl 

= (al + IBI? 
从 而 有 

la+ < Hal + B| 


这 就 证 明了 lel =/= +z + += ER 上 的 一 种 范 数 . 这 种 范 数 称 为 2 - 范 
数 或 欧 氏 范 数 . 记 为 


lal: — paspa = (2121) GS. 1.1) 
例 S.1.2 Aka (a, zo eo 2)? € C", 定义 
lalh =X |z; | 
则 || al， 是 向 量 @ 的 一 种 范 数 , 称 为 1 - 范 数 . 
证 (1) 正定 性 : 
=i e > 0 hj 


lal, = X | x; |> 0 
i=l 


当 & 二 0 时 ,a 的 每 一 个 分 量 都 是 零 , 故 
lal, =0 
(2) 齐 次 性 : V k € C, 有 


lkal = > | kz; |=| | > lz |=1| kl Wala 
(3) 三 角 不 等 式 : VEE C’, B= (yis V2 ?9 y)” 有 


| wx 十 有 | ， = > | =; + y, |< 2 U = | 十 | y, D 
1 i= 


= lal 
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= læ + IB 


illal 是 C" 上 的 一 种 范 数 . 
例 $.1.3 a = (zi, zz, e, ZX,) € C", 定义 


lel: = > | z; = (21 | =, 2)” 


MJ all 是 向 量 a 的 一 种 范 数 , 称 为 2 - 范 数 . 
事实 上 ,由 例 5. 1. 1 即 知 . 
例 5.1.4 a= (z. trs s z.) € C", 定义 


le || — = max | z; | 


JI) || z || -是 向 量 a 的 一 种 范 数 . 
证 a 的 正定 性 、 齐 次 性 显然 . 下 证 三 角 不 等 式 : 
g: B= (n> Yzs s Yad)” e€ C", 有 


la+ Bl. = max | z, + x | 
< max | z; | 十 max | y; | 
= |l. + IBI 
i || a |. PE C" 上 的 一 种 范 数 . 
例 5.1.5 a= CG, za se x) EC 定义 
lel,= (> | =, EET EI 


则 | e | ,是 向 量 e 的 一 种 范 数 , 称 为 p - 范 数 . GE) 

显然 , 当 p = 1 时 , 即 为 例 5. 1. 2 的 范 数 | a || u p = 2 Bf, BPE 5. 1.3 
中 的 范 数 ‖ a || 2, 2 p =+ o 时 是 否 为 cc- 范 数 呢 ? 我 们 有 如 下 和 定理. 

定理 5.1.1 Ha = (zis Ze, s z.) E C", IJ 


lim | al, = Hala (5. 1. 2) 
oo 


证 若 wx 一 0, 结论 显然 成 立 ， 
以 下 设 @ 关 0, 又 设 | Ti |= max | Ti |= | æ || a 则 有 


lale =l I<(2 1 = 1)’ 
| ee Gola: 


110 


U 853 MEARE 


=> la | 
注意 到 lim ze 一 1, 由 极限 的 夹 逼 准则 有 
Jim lal, = lal. o 


例 5.1.6 计算 C “中 向 量 = 王 (31，0， 一 4i， 一 12)7 的 1，2，co 范 数 ,这 里 ji — 
V— 1. 


解 lali= $; |z [=] 3i |+ 4i [+I 12 |= 19 


4 1 
lel:= (X |z Ë) =v 3i + 4 +I— 1212 = 13 
i=] 
| æ || = max | z; |= max(3, 0, 4, 12) = 12 


由 此 可 见 ,在 同一 个 线性 空间 中 ,不 同 定义 的 范 数 其 大 小 可 能 不 同 . 
例 5.1.7 在 C" 中 ， a 一 (ZX1， 2 za)" EC”, 定义 


lal, = (22121), 0o<p<1 
MI) || z || ,不 是 C" 中 的 范 数 . 
事实 上 ， lla ll, 不 满足 定义 5. 1. 1 中 的 条 件 GG). 例如 , 取 a 一 (1，0，…， 
07, B= (0, 1, 0, .... 0)7, b 一 Z, 则 


le+B|: =4, JYali=1, JBI]: =1 
所 以 | 
la+Bli < lali Bl3 

不 成 立 . 故 外 G || :不 是 C" 中 的 向 量 范 数 ， 

下 面 的 例子 ,给 出 由 已 知 的 某 范 数 去 构造 出 新 的 向 量 范 数 的 一 种 方法 . | 

例 5.1.8 BI + |. 是 C" 上 的 一 种 向 量 范 数 ,给 定 矩 阵 4EC”, 且 4 的 
个 列 向 量 线性 无 关 , 对 任意 的 Y= (m, 9 Tas °°" x=) e C", 规定 

IY = AY] a 


MI || 7 || E C* 中 的 向 量 范 数 . 
证 G Ba, a, e, a, 是 矩阵 A 的 个 线性 无 关 的 列 向 量 ,从 而 对 任何 
一 (zy Tzs s 2) £0, E 
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AY = (@,, Qz, °°. a,) 


` = L0 + xz;G, H e + z,@, 天 人 
H +I ` J Jé C" 上 的 向 量 范 数 , 故 
lay], > 0 
E 1ylu = IAY la >o 
(2) W Vk € C, VY € C", Wl 
| kY I| g = IAY) || a = || RCAY) |l a 
=| k| HAY lla =k Hyl; 
(3) VY, n€ C", H 
ly+ nl; = |A |a = || AY +A || a 
< [AY || a+ I An || a 
= | yl + lal s 


Ë || y || ce rh ñ n] Et ak. 

以 上 我 们 一 直 在 C" 或 C" 上 讨论 向 量 范 数 ,实际 上 向 量 的 范 数 不 限 于 此 . 

例 5.1.9 设 V 是 复数 域 C 上 的 2” 维 线性 空间 ，el ，e ，…，e。 E V 的 一 组 
基 . 任意 a € V 可 以 唯一 地 表示 为 . 


a = zx,e, + Lre 十 … 十 Taen 
iÉ X = 《Zi， Z+ "°°. Zz) e C", 又 设 | Sç | 是 C" 上 的 向 量 范 数 ,规定 
lal,= WX I 


m lal, 是 V 中 向 量 的 一 种 范 数 . 
证 D 任意 a c V, 若 a 为 非 零 向 量 , 则 其 坐标 半 取 0, 从 而 


lal,= IXI >0 
# a ARAR, WREE X — 0, 于 是 
Jael, = IXI =o 
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(D 对 任意 的 ge V, k € C, ka 一 2 ie， BI ka 的 举 标 为 (kz1, kaz, =, 
kz)? € C", 于 是 有 ü 
lka ||, = (kX || =k] IXI =i ki lal, 
(3) 对 任意 的 Be V, 则 


B= Dye Y = Or, Yz» s YD € Cr, a+B= Ý Cz; + ye, 
于 是 
le+B], = lX+YI < lxJ + Y| 
= lal, IB, 


t llall, 是 V 上 的 向 量 范 数 . 

这 样 ,抽象 空间 的 向 量 范 数 可 以 用 C" 上 的 向 量 范 数 来 表示 . 

从 前 述 讨论 可 知 , 同一 线性 空间 上 疝 量 的 范 数 可 以 有 无 穷 多 种 (只 要 绢 在 1 与 
ce 之 间 取 值 ). 但 这 些 范 数 之 间 有 重要 的 关系 . 

定义 5.1.2 设 | eel。 lal, RE a 维 线性 空间 V 上 定义 的 任意 两 种 范 数 ， 
车 存在 两 个 与 a 无 关 的 正常 数 ci，c: ,使 得 


aleal,< lal,=c lal, (5. 1. 3) 


WFK lall, 5 a lj, 是 等 价 的 . 
定理 5.1.2 有 限 维 线性 空间 上 的 不 同 范 数 是 等 价 的 . 
证 设 e，e,，…e 是 V 的 一 组 基 , 于 是 V 中 任意 向 量 @ 可 以 表示 为 


@ = 16 FH tre, 十 … 十 Te， 
定义 
lal: = z+ 二 
显然 el, 是 一 种 范 数 . 若 存在 正常 数 ci ,cz 和 df, c; lË 
calls 委 lcl 委 cjlaxl， 
和 
d lal, < lal, <; lal, 
成 立 , 则 显然 有 


ce lal, < lal, <i lal, 
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< < = cidi cz = cheg, 便 可 得 定义 5.1. 2 中 的 不 等 式 .因此 ,只 要 对 5 二 2 证 明 
即 可 ， | 
考察 


lal, = ze + xz;e,+ +z, ||, 
ERR BUERE n MERNE, Tzs 9 zx) 的 函数 , 记 
| a || a = @(Z), Los 's Lp) 


可 以 证 明 EA » Tzs °° Zz,) 是 坐标 分 量 Tis Tzs **° + X, 的 连续 函数 . 


B= zie + z;e, 十 “十 Tren 
IBI a = eÇ, Tzs z) 
则 
| Plz1, => eers z) — px, Lgs ts Ln) | 
=| IB]. — lal, < I-a ll. 
| Cri — ze + (z; — m;)e, + ** + (z/ — zx,)e, || , 
<] 1 — t | 1 e lla +I L} — T | le; la +: +] = — =, | le, ll. 


由 于 | 6; | G = 1, 2, ***, n) 是 常数 ， 因此 当 Zz! 与 T; 充分 接近 时 , g(xi， 
= sss Zz, ) 就 充分 接近 plx» Tzs "3 £a) ,这 就 证 明了 Plt» Tzs °°. T) EE 
函数 . f 

根据 连续 函数 的 性 质 可 知 , 在 有 界 闭 集 . 


z+ x= + +z =1 


上 ( 即 n 维 欧 氏 空间 R 的 单位 球 ) ,函数 p(x1，Zx2，…，z,) 可 以 达到 最 大 值 M 和 和 
BMB m , k, m > 0, 记 


| 


1 
2 


a= lal, = (272) 
JBE B = Fe, 十 了 es + + Z, 的 分 量 满足 
— 
因此 ,向 量 有 在 单位 球 上 ,从 而 有 
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0<m< | B|, = [2 B, us, =)<xM 
但 5 一 Te, i 
md < || | , < Md 
即 


mlal;,< lal, 入 Mecls 
即 | ci. 与 1 el, 等 价 | 口 
由 例 5. 1. 2 一 例 5. 1. 4 易 知 下 列 不 等 式 成 立 
lalo < lali Salala 


lallo < lal: Svala] a 


可 见 lali, lel, lal EHEN. 

注意 ,定理 5. 1. 2 不 能 推广 到 无 穷 维 线性 空间 . 另外 ,车 在 一 种 范 数 意义 下 向 
量 序列 按 坐 标 收 敛 , 则 在 任何 一 种 范 数 意义 下 该 向 量 序列 收 伍 ,并 且 具 有 相同 的 
极限 . 

定理 5.1.3 在 C" 中 , lim x” = x*@ || x® —x* | —0 (8 £— col). Heh 
|| ° 站 为 向 量 的 任意 一 种 范 数 . l 

证 ”利用 范 数 的 等 价 性 , 易 知 只 要 对 一 种 范 数 定理 成 立 , 则 对 任何 一 种 范 数 都 
成 立 ,为 此 取 l e = l + l<. 显然 


lim xP = xe || x® x’ | —0, k> 
— 


而 对 于 C" 上 任何 一 种 范 数 | + | ,由 定理 5. 1. 2 知 ,存在 常数 C,、C, > 0, 使 
G |x =x |= < lz — x" Gx —x* l< 
于 是 有 
|x — x" |— >06 | x? —x* | > 


当 & 一 co 时 ,结论 得 证 . 口 

如 上 所 述 , 正 因为 有 了 各 种 范 数 的 等 价 性 , 才 保 证 了 在 各 种 范 数 下 考虑 向 量 序 
列 收敛 的 一 致 性 . 因此 ,我 们 常常 根据 不 同 的 要 求 选择 一 种 方便 的 范 数 来 研究 收敛 
性 问题 . 
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iiD 5.2 矩阵 范 数 


本 节 进 一 步 将 范 数 的 概念 推广 到 矩阵 空间 上 . 矩阵 空间 C”" 是 一 个 mn 维 线 
性 空间 ,一 个 mXn 和 矩阵 可 以 看 做 一 个 zaz 维 向 量 ,所 以 可 以 按 向 量 范 数 的 办 法 来 
定义 矩阵 范 数 . 但 是 ,矩阵 还 有 和 矩阵 的 乘法 运算 , 它 应 该 在 定义 矩阵 范 数 时 予以 体 
现 , 因 此 必须 多 一 条 反映 和 矩阵 乘法 的 公理 . 本 节 只 涉及 方 阵 的 范 数 ,至 于 不 是 方 阵 
的 范 数 可 类 似 的 定义 . 

定义 5.2.1 若 对 任意 的 4E C°”, 都 有 一 个 实数 上 A 与 之 对 应 , 且 满 足下 

列 4 个 条 件 : 
G) 正定 性 . 若 4 尖 0， m 
lal > o 
Gi) 齐 次 性 . 对 任意 的 &E C, 有 
| kA l =|#| iA] 
GD 三 角 不 等 式 . 对 任意 的 A, B €E C™ ,有 
lA+BI| < lAl + | B| 
Gv) 相 容 性 , 对 任意 的 4, B € C™ ,有 
jlAB| < |All B| 


则 称 1 41 为 C" EER A 的 矩阵 范 数 ， 
例 5.2.1 BA = (a) € C™ ,定义 


lA|J.. = 22 27 la | 
t= 7 w. 


H| AI, 是 C™" 上 的 一 种 矩阵 范 数 , 称 为 矩阵 的 m, — 38. 
iF D 正定 性 (iD 齐 次 性 显然 . 
GD 三 角 不 等 式 . 设 B = Coj) on W 


1A+tBl, = Š; X) la +s 1 ” H by D 
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IAB || m, -= È X| X aaa |< 2 (> | ax || bs |) 


-jala IBI», 


BOA || 。 是 C”" 上 的 一 种 矩阵 范 数 . 
例 5.2.2 3A = (a;) € C”%, E X. 


1Als = HAI, = 


= (> > la; 2) ' = *r(AFA) 
MJ AI, 是 C"" 上 的 一 种 矩阵 范 数 , 称 为 矩阵 的 Frobenius( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 ) 范 数 ， 


简称 F - 范 数 . 


证 “正定 性 . 齐 次 性 、 三 角 不 等 式 易 证 .下 证 相 容 性 : 
设 B= (by) € C”, W 


= Se 2)” 
— |AllBls 


Bk A || 是 C"x" 上 的 一 种 范 数 ， 
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例 5.2.3 WA = (aj) Eco， 定义 


141。 一 2maxlay| 
tJ 


则 1 41。 是 C”" 上 的 矩阵 范 数 , 称 为 矩阵 的 mmx。- 范 数 . 
证 G) EEE GD 齐 次 性 显然 . 
Gi) 三 角 不 等 式 . 
设 
B= Cb) e (Oka 
则 
[ A+B | m, 一 ax | Qij 十 bs |< n max( | Qij | 十 | bi pD 
< n(max | ay + max | b; |) 
= n max | cj |+n max | by | 
= JA, + IB] a, 
(iv) 相 容 性 . 


n l n 
| AB || ma = n max| Danby |< n max >, | aw || b; | 
vi k=l 'i k=l 
n 
< n max > (max | as D | by | 
isj k=l t J 


n 
= n(max | a; |)( max >” | b; |) 
B3 bj iel 


=< n max | aj | * n max | b; | 
t) is J 


lA Ia BI a 


ik lA ||, Æ C7 ER — PHE RE EA. 
例 5.2.4 设 和 矩阵 


一 2 1 0 
A= 1 —2 0 
3 0 —1 


WRIA Na Ale HAIN, ` 


3 3 
解 lA|, =X 22 lay |=2+1+1+2+3-+1=10 
2 Z 


i=1 
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3 3 1 
lA| = (2 X |a; I?) = 20 = 2/5 
上 41 。 = 3 * max | aj |=3x3=9 

. J 


例 5.2. 5 WA = (laj) € C”, n > 1. 判断 


TA | = max | aç | 
是 否 为 C”™” 上 的 矩阵 范 数 . 
E 取 
1 1 1 O 0 
a=? Ó " |， B-l} O 0 
0 O o 1 O 0 
则 A I = 1, B i = 1,4 
l n 0 . 0 
AB 一 | T 
O O .0 


从 而 | AB, | = Z. 由 于 nn 证 1, 所 以 |! AB, | > | A, | l B, | ? 不 满足 矩阵 范 数 
中 的 相 容 性 条 件 , 故 不 是 矩阵 范 数 . 

与 向 量 的 情形 一 样 ,矩阵 也 有 各 种 各 样 的 范 数 ,而 且 在 大 多 数 情 况 下 ,和 矩阵 范 
数 和 向 量 范 数 混合 在 一 起 使 用 . 因此 我 们 考虑 的 一 些 和 矩阵 范 数 ,应 当 将 它们 与 向 量 
范 数 联系 起 来 . 

定义 5.2.2 WACC, z € C", 如果 取 定 的 向 量 范 数 | a | 和 矩阵 范 数 
lAl 满足 不 等 式 


| Aa | < HAll l 


MPENZ || 4 || 与 向 量 范 数 || e | 是 相 容 的 . 
例 5.2.6 证 明 C”* 上 的 矩阵 mi - 范 数 与 C" 上 的 向 量 1 - 范 数 相 容 . 
证 I A = (a; ) € C”%, @ = (z), Zas Ta € C", JJ 


PA DD <>(> las ilz |) 
<>[(> | a; NX | z; M 


j=1 
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=(D Ð a1) Ð la = Al lal, 


即 证 明了 和 矩阵 的 m, - 范 数 与 向 量 的 1 - 范 数 相符 ， 

类 似 地 还 可 以 证 明 : C"" 上 和 抑 阵 的 mm-- 范 数 与 C" 上 向 量 的 1 - 范 数 .2 - 范 数 
均 相 容 . 还 可 以 证 明 ， 

(1) C2“ 上 的 每 一 种 矩阵 范 数 ,在 C" 上 都 存在 与 该 矩阵 范 数 相 容 的 向 量 范 数 , 

(2) C2"" 上 任意 两 种 矩阵 范 数 1 41。 A l 都 是 等 价 的 , 即 存 在 两 个 与 和 4 无 
关 的 正 数 C C ,使 得 


GIA < lAl.<GlAl; 
除 上 述 介绍 的 几 种 矩阵 范 数 外 ,下 列 三 种 也 是 比较 常用 的 矩阵 范 数 ， 
CD Alh = max 21 | as | ( 列 模 和 最 大 者 ,也 称 为 列 范 数 ). 


n 


(D |All = max 2; | a; | ( 行 模 和 最 大 者 ,也 称 为 行 范 数 )， 


(3) JA ||, = VA, = /JmaxA, (ATA) Q, 是 矩阵 4 人 的 最 大 特征 值 , 也 称 为 谱 
范 数 》. 


I 5.3 ” 范 数 的 应 用 


在 前 两 节 中 . 我 们 已 对 向 量 和 矩阵 的 范 数 作 了 初步 介绍 . 本 节 介 绍 矩 阵 范 数 的 
一 些 应 用 ,以 便 为 读者 进一步 的 学 习 和 应 用 打下 基础 . 
定义 5.3.1 WA € c>, À, À, -ety Ajs es sy Àn ÆA 的 = 个 特征 值 , 称 


(A) = max Jà | 


为 的 谱 半 径 ， 
关于 和 矩阵 的 谱 半 径 有 如 下 定理 , 
定理 5.3.1 WA € C”, H 
(De(h = eA) 1; 
GD AA) = AAD = ( || A || ,)°. S 
证 (i) 设 4 的 n METEEN Ais Ars eo Ajs =e, Any U At KRETEN 21, 
3, e., a$, e, 化 ,于 是 


oh) = max | à |= (max | à; |)* = AF 
J J 
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GD HERE 2 - 范 数 计算 公式 知 
| A |, = vA, 一 Vmaxhi(C4 4A) 
XA AA 与 44"” 有 相同 的 非 零 特 征 值 , 故 
(4 4) 一 CC4A4E) = ( || A || ,)° 口 


有 了 谱 半 径 的 概念 ,可 以 对 矩阵 范 数 作 如 下 的 初步 估计 . 
定理 $.3.2 设 AE€C™, 则 对 C”* 上 的 任意 一 种 范 数 + | ,都 有 
eA < |l A |l 
证 i SA 的 特征 值 ,w 为 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 , 故 e > 0, 即 
lal #0. 另 设 I, Æ CESSER I © |R RE, H Aa — ac 
应 有 


lAa ||, =|2 i ial, 
而 lAa, < lA lal, 
于 是 有 
là | lal, < lAl Heal, 
同 除 lel, o, 有 
là |< Al 
于 是 eA < lAl Ü 


定理 5. 3. 2 HRE R gE T —4- F ËR. 利用 和 矩阵 的 Jordan 标准 
形 , 在 某 种 程度 上 可 以 认为 给 出 矩阵 范 数 的 一 个 上 限 ， 
定理 5.3.3 设 4EC2%，Ves>>0, 则 存在 某 一 矩阵 范 数 |。 J, EAS 


lA ||, <S oA) +e 
证 ”由 定理 3.1.1 知 , YA € C™ ,都 存在 可 逆 阵 PE C”%, 使 
A Ë, 
À k 
P -lAP =J = 


其 中 ,有 = 0 2 1; i=l, 2, .... n — 1. 取 
121 


| > 


D = diag(1, £, $, 0, S) 


v 1 1 
I 1 = di saa: Sosa pa 
则 D` = diag(1, 二 ,三 Z) 
于 是 
À, ek, 
À, ek, 
D '(P 'AP)D = D JD = 
ek, 
À 


考虑 矩阵 的 cc- 范 数 有 

|D 'JD | = max{ | à; |+ek;}) 《约定 如 = 0) 

去 maxf| à; |+) 

À 一 2(4) +e 

对 任意 的 4E C”, 定义 
IA lln = lp'p 'APD || = = | DJD1- 
可 以 验证 14 || .是 C"%" 上 的 一 种 矩阵 范 数 , 且 
JA, < oA He 口 


在 工程 实际 中 ,我 们 往往 需要 计算 4-! 和 求解 线性 方程 组 Ax 一 b, X HL A € 
C™, pe C". 现在 的 问题 是 A, 的 微小 变化 A4 和 Ab 将 会 对 实际 问题 的 解 产生 
什么 影响 ? 对 于 和 矩阵 求 逆 而 言 ,研究 4-1! 与 (4 十 A4)"! 是 否 非 常 接近 ;对 于 线性 方 
程 组 来 说 就 是 解决 误差 扰动 AA. Ab 引起 解 的 误差 Ax 的 大 小 如 何 变化 等 问题 . 

定理 5.3.4 设 BEC™, 若 对 C™* 上 某 一 和 矩阵 范 数 上 ， 上 ,上 BI 过 1, 则 
巨 一 中 可 逆 . 


证 反 证 法 . 
设 E 一 B 不 可 逆 , 则 齐 次 线性 方程 组 (E 一 B)x = 0 有 非 零 解 a, fE 
(E—Ba=0 
即 a = Ba 


z] + |。 是 C* 上 与 短 阵 范 数 〗， 上 | 相 容 的 向 量 范 数 , 则 
lal, = lBa j, < Bl lel. 
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因为 Waj. > 0, 上 式 两 端 除 以 lal. |B| 宇 1, 矛 盾 .所 以 EB if. O 
定理 5.3.5 设 AE C”™ 且 4 可 道 ,着 对 C”™" 上 某 一 矩阵 范 数 上 + | ,如 果 

14>A41 二 1, 则 

”GD 4 十 A4 TČ; 


.. A || 
GD lataa <— 14 | ， 
| S1 JAAA || 
I A7 | Sis ATAA] 


证 G) A +AA = AE +AA” AA = A(E +A” AA) 
= A[E— (— A” AA) ] 
因为 | ~A” AA || = || AA || <1 


由 定理 5.3. 4 I E— C— A TAA) TRUA +AA 可 道 . 
GD 因 4 十 AA 可 道 , 故 


(4 十 A4)(A 十 A4) = E 

将 前 一 个 括号 乘 开 有 

AC +AA) +AA + AA) = E 

4(4 十 A4) = E— AACA + AA)? 
左 乘 4 ,有 

(4 十 A4) = A7 — A7 AACA +AA)! 
由 范 数 的 三 角 不 等 式 得 
I A +447 | < AT || + JATAA | CA+ AA 7 || 
右 端 第 二 项 移 项 得 
I A+A? a APAA lD’ < WA l 

由 已 知 1 一 上 4 AA] >0,RAI || AAA] 得 . 


_ A ` 
| CA + AA) || <T 
Gü) A! — (A + AA) 1 = A7 (A + AA) CA +AA)71 — ATACA + AA) 
= A” [ (A + AA) — AJ(A+ AA)” 
= A” AACA + AA)” 
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两 端 取 范 数 ,根据 相 容 性 及 (iD 得 
la — (A+ AA || < || AAA | A+ AA || 
ei 
1— | AAA | 
此 即 
1 4 一 (CA 士 A4) || I A~ || 
la] 1— jaaa] š 


推论 5.3.1 VA C CZ RA TIA, AA € Co 对 C2" 上 的 某 一 矩阵 范 数 
| + |l. la jllaAJ <1, JJ 


ay JAA | 

| a7 — (A+ AA" || <- lal ia ILA | 
a> |l i: a TAAL 

— lA |l | A> | Tai 


关于 线性 方程 组 Ax = b, 矩阵 及 解 的 扰动 有 下 述 定理 ， 
定理 5.3.6 A E C™HA TŽ, AA E C”%, b, Ab EC" ,对 C 上 的 某 
一 矩阵 范 数 | + o A 1 1 A41 <1, 则 线性 方程 组 


Ax =b S(A+ AA)X(x+ Ax) = b+ Ab 

的 解 满足 
larla _ lal A| 
tajana eal 


IAA |l | Ap | 。 
e T 
Jal 


Etj + |. 是 C" 上 与 矩阵 范 数 | + | 相 容 的 向 量 范 数 ， 


lx], ~ 


证 (A 十 AA)(x 十 Ax) =b+Ab 
Ax 十 (AA)x 十 ACAXx) 十 (AA)(Ax) = b+ Ab 
H Ax = b, J | 
A(Ax)-- (AA)x-- (AA) (Ax) = Ab 
ER A” 得 
Ax 十 A 1(AA)x 十 A 1(AA)(Ax) = A” (Ab) 
Bl | 
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Ax =—A (AA)x—A (AA)(Ax) +A Ab) 
取 范 数 , 由 三 角 不 等 式 及 相 容 性 有 
laxa < 1A? AAN fæla A> AAN Axla faj abil 
移 项 得 
l Axa Ja | Ax DOS JA CHAAN |x], Aabla) 


由 已 知 条 件 知 1 一 上 4 I AAJ > 0, ERRA Ixl aa lal INA41D 得 


Ax |l, IA | | Abl. 
Iel Sira iraan (A+) 
Ia Waal , Tabl 
-ja i laar lal TaT) 


以 bl 一 Axla < Al |x]. 代入 上 式 右 端 括号 中 第 二 项 的 分 母 得 


| ax, LAI a~ | lJAAJ Abl, 
< ( lal + fel) 


O 
l x 1 。 _ ay JAA . 
1 14114 I TAN 
J. E3SK Fa ES iH, ET PEMOS E HIZË FE EH BJ RER RA AA. 
Ab, Ax 对 其 影响 与 1 41 上 47 的 大 小 有 密切 关系 . 
定义 5.3.2 设 4AEC”, 且 4 为 非 奇 异 和 矩阵 , 称 数 
Cond(A) = || A |i IA || 
为 矩阵 A 的 条 件数 . 
一 般 地 , 若 Cond(4) 较 大 ,就 说 A 对 于 求 逆 或 求解 线性 方程 组 是 病态 的 或 不 稳 


定 的 ,否则 称 为 良 态 的 或 稳定 的 . 究竟 条 件数 多 大 矩阵 才 算 病态 ,一 般 来 讲 是 没有 
具体 标准 的 ,也 只 是 相对 而 言 . 


通常 使 用 的 条 件数 有 
G) Cond(4), = |All MA 7]; 
Gi) A 的 谱 条 件数 
_ À. AA) 
Cond(A); = || All: A TI, = 1 ATA) 


1 10 


Bj 5.3.1 ÙA = Ë l 


| ， 计 算 Cond(4)。. 
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| 矩阵 分 析 简明 教程 和 >>> ————— q 


2 1 —1 | 
4 = 
解 zl 1 —1 
A4\2 
Cona == x10 


ZERE A 的 元 素 大 小 不 均匀 时 ,往往 造成 很 大 的 条 件数 ,在 这 种 情况 下 ,如 果 
要 解 方程 组 , 则 可 以 对 A 的 行 引进 适当 的 比例 因子 ,以 减 小 条 件数 . 
例 5.3.2 设 有 方程 组 


| 


在 A 的 第 一 行 引 进 比例 因子 ,车 用 nmn = max | Qj | 一 10* 除 第 一 个 方程 , 则 得 Ax 


== b, 即 
10 11123 1 
| 1 a (z) 
i 1 | | 
We 1 一 10 | 1 一 10 
于 是 
Cond(4 )。 = 4 = 4 
° 1 一 1071 


下 面 我 们 介绍 范 数 的 另 一 个 应 用 . 由 第 2 章 的 讨论 已 知 ,对 不 相 容 线性 方程 组 

Ax 一 5 可 以 求 其 最 小 二 乘 解 . 一般 地 说 ,该 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 不 是 唯一 的 . 
在 众多 的 最 小 二 乘 解 中 2 - 范 数 为 最 小 者 . 

定义 5.3.3 假定 A4EC”™ ,Ax 一 b 是 不 相 容 线性 方程 组 ,车 有 向 量 x, € C” 

使 得 i l 

| Axo—bl = mi | Ax —b || 


则 称 x, 为 不 相 容 线性 方程 组 hx = 的 一 个 近似 解 ,或 最 小 二 乘 解 , 记 为 
LNLS 解 . 
在 1.1 节 中 ,我 们 已 经 知道 


Im(A) = (Ax | x EC C C” 
是 一 个 子 空间 ,根据 定理 2. 4. 2,31 b, JE: b fE Im(4) 上 的 正 交 投影 , 则 必 有 
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I| b, — b || = min || Ax —b || (65.3.1) 
zec” 


HW ECG. 3. 1) 的 是 唯一 存在 的 . 

设 rank(4) = r, WA dimlm(A) = r. 利用 4.4 节 中 的 结果 , 若 设 A, As, "°, 
À, 是 4"4 的 非 零 特征 值 ，x; ， xs,…, x, 是 分 别 属于 这 些 特征 值 的 标准 正 交 特 征 
向 量 , 则 s; = VA, i 二 l, 2,…,r 就 是 4 的 非 零 奇 异 值 ,有 


y; = TAx,, z 一 1，2，…，7 


S; 


是 标准 正 交 向 量 组 . 从 而 {y, yo to y 就 是 Im CA) 的 标准 正 交 基 ,于 是 由 定理 
2. 2.2 得 


b, = (b, y1)y + (b, yz)yz + + (b, y, y, 
= (yF b)y, + (yz b) y; 十 … 十 O7b)y, 

定理 5.3.7 设 4EC" ,bEC”", 则 不 相 容 线性 方程 组 Ax 一 5 的 全 部 最 小 

二 乘 解 为 
x = A* b + (E — At AC (5.3.2) 

其 中 CE C" 是 任意 列 向 量 . 

证 证明 分 两 部 分 . 

首先 证 明 , 若 取 x, = At 5, 则 有 Ax。 = b, 从 而 A15 是 一 个 最 小 二 乘 解 . 事实 


上 ,根据 4 5 节 中 定理 4 5. 3 的 证 明 , 取 Vi 一 (E Xas ttes xX,)， U, = (y, J29 "°". 
多 )， D =diag(d, , dz, .... d) 时 


Ax, 一 44-5 一 4ACVDUTD)D 


dy 35] | 
d7 H 
= A| (xis Xz, ***, x,) ? . > b 
| d] ly") | 
= A[(dY!ytb)x, + (d7 yx + + (Cd iyib)x,] 


= (d'!yPb)Ax, + (dz yb Ax, + + (dy bb)Ax, 
= (yy + Cb) y tee + (yPb)y, 
= b. 

其 次 证 明 , 任 一 最 小 二 乘 解 x, 必 可 以 表示 成 式 (5. 3. 2) 的 形式 ， 


127 


上 


假定 x, 是 不 相 容 线性 方程 组 的 一 个 最 小 二 乘 解 ,由 min | Ax—b |] 的 唯一 性 
可 知 zec” 
lAxi bl = min | Ax—bl = |b bl = | A4*b—b | 
(5. 3. 3) 
因为 
| Axı —b || = || (Ax, —AA* b) + (AAt b —b) || (5. 3. 4) 


(Ax, — AA! b)” (AAt b—b) 
= [xf A" — b” (AAT )"] (AAt b— b) 
= xPA"AAT b — x AHbp — bH (AAt)Ħ CAAT b) +b” (AAt)"b 
= xÏA"(AAt)"b — xiAp— b” (AAt AA )b +b" (AA13b 
= xU (AAT A) b — x? A" b — b” AAY b+ b"AA* b 
= xřA"b — xL Ab = 0 
所 以 , Axı 一 44 上 与 44145 一 b 正 交 , 于 是 根据 例 2.1. 4 的 结果 ,由 式 (5. 3. 4) 得 
| Ax, —b |7 = || Ax, —AA* b 2 + | AAt b—b ||? 
从 而 由 式 (5. 3. 3) 知 
| Ax, —AAt b|| 一 0 


即 
| Ax, = AAT b 
这 说 明 x, 是 相 容 线性 方程 组 Ax = AAT 上 的 解 ,于 是 存在 C, € C" 使 得 
x, = A*t b+ (E — At ADC, E 


设 Ax = b 是 不 相 容 线性 方程 组 , 若 有 一 个 最 小 二 系 解 xo ,使 得 
| xo ll = min [ |x |l |x = At b+ (E — At A)C, C 任 意 } 


则 称 x, 是 Ax 一 六 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 
定理 5.3.8 设 AEC”™ ,bE€C”", 则 不 相 容 线性 方程 组 Ax 一 占有 唯一 的 极 
小 范 数 最 小 二 乘 解 zo = AT b. 
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证 任 取 一 个 最 小 二 乘 解 局 , 则 必 存 在 C, € C", 使 得 
xı = A* b+ (E —At A)C, (5.3. 5) 


因为 
(At b)“ (I — At 4)C = b” (A+)ĦC, — b” (A+)ĦAt AC, 
= bH (AtT)FEC, — b" (A) "(A+ A) "C, 
= b” (A+)ĦC, — b” (At AA) ËC, 
= bH(At)HC, — b” (At) EC, 
=0 
所 以 
4+ 玉 上 (一 4+ A)C, 
于 是 由 式 (5. 3. 5) 得 
lx] = Hatb|l + J EA AC, ||2 > || x, || 2 


ERRI, x = At b 不仅 是 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 ,而 且 还 是 唯一 的 . O 
例 $. 3.3 求 不 相 容 线性 方程 组 


x 
1 0 —1 1 

之 2 
0 2 2 2 一 


—1 4 5 3 


的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 
解 ”由 满 秩 分 解 得 系数 矩阵 4 的 广义 逆 为 


5 2 一 1 

:_1|1 1 
18|—4 —1 2 
6 3 0 


于 是 方程 组 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 


x= AT = (20, 7, —13, 27)! 
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1. Ra = Q+, —2, 4i, 1, 0)7, 试 求 : Hala, lel: Bel. 
2. WH: # a € C', l 
D lel,< lal, <va lalz; 
D foals < lali Sallalla 
D llalla iall <Va lle li. 
3. gl e H. 51 ° le Æ CEKAP EEA, H k, k, 是 正常 数 ,证 明 下 
列 函 数 是 C" 上 的 向 量 范 数 ， 
(1) max{ | æla | ol,)s 
(2) ki lal, +k: læ lls. 
4 BE |, Æ C ERER P En MEE, ER A € C™， 
定义 [Al = |P 'AP || ns REI - | E c=” EAEE. 
5. 已 知 和 矩阵 
—1 0 2 l 
es t s r. e 
1 2 0 == 1 
7 —i 2 一 上 
计算 lA llis |A ||. WF x = C— 1, 2, 0, — DT, 计算 || Ax las i| Ax |l; 
6. 已 知 


tpi 0 一 3 
和 一 | 5 4i 0 
—2 3 1 


试 求 141 。， lA llr WAI n» Alao’ HA]. 
T; A = laj) EC ,定义 
A| = maxim, n} ° max | a; | 
tJ 


W || À || £ C™” 上 的 一 种 矩阵 范 数 . 
8. A € C”, a € C", 求 证; 矩阵 范 数 上 4A, 与 向 量 范 数 p- 范 数 (1 < 


b —+ eo) 相 容 . 


9. 证 明 : EREJE || A :的 UU 不 变性 (U 为 本 矩阵) , 即 
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10. 设 


A= 
3 —8 2 


1 5 一 2 
一 2 1 0 


试 求 Cond(4)， 和 Cond(4)。. 
11. 求 下 列 方程 组 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 


zı 十 2z + 3x, = 1 
xı + Za = 0 
2X1 + 2z; = 1 

3 


范 数理 论 及 其 应 用 
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矩阵 分 析 及 其 应 用 


前 面 几 章 中 ,主要 研究 了 和 矩阵 的 代数 运算 . 本 章 将 研究 矩阵 的 分 析 运 算 , 学 习 
和 矩阵 序列 .矩阵 级 数 、 抢 阵 的 微分 与 积分 ,以 及 上 述 这 些 知识 的 应 用 . 


mm 6.1 矩阵 序列 与 矩阵 级 数 


m>n ME EPF) A 9 A I .... A® 9 …, 简 记 为 {4 中 } ,其 中 


k) (CS ... GQ 
an qa Ain 
Ck) Q ... (Ck) 
A® 一 a az a>, e s 
Se 9 Sr 9 kd 
Ck) Q) k) 
ml Am2 jag Gmn 


矩阵 序列 {Aw } 中 各 矩阵 的 对 应 元 素 ap G = 1, 2, e, m; j = 1,”2, s n) 
构成 了 m Xn 个 数列 . 
定义 6.1.1 设 有 C”"* 中 矩阵 序列 {A )}, AQ) = (a mwn 车 


GQ) 


„im Ci = aij G = 1, 2, °°*ə M3 j = l, 2, may n) 


则 称 和 矩阵 序列 {4w KAF A = Cag) mon BRA DEIA” )} 的 极限 , 记 为 
A —A, 4 ;——+ oo 
或 
lim A? =A 


天- 十 oo 


若 矩 阵 序列 不 收敛 , 则 称 矩 阵 序列 发 散 . 
由 定义 可 见 ,Cwxr* 中 一 个 矩阵 序列 的 收 伍 相 当 于 m Xn 个 数列 同时 收敛. 
例如 
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(— 1 ] 
a=] ° k = 1, 2, -- 
w 1 1 k 9 — . 9 
z (0+7) 
cD _, 
k 0 一 1 
,lim A® = lim 1 1 = Ë )= 
r° °° e 
z (++) 


研究 矩阵 序列 收 伍 性 的 常用 且 简 单 的 方法 ,是 利用 矩阵 的 范 数理 论 来 研究 矩 
阵 序列 的 极限 . 


定理 6.1.1 | | 是 C”“”" 上 任意 一 种 矩阵 范 数 , 则 C”” 中 和 矩阵 序列 {4A 中) 
收敛 于 矩阵 A 的 充分 必要 条 件 是 


lim |a —A || =0 
k—++20 
特别 地 ,车 A — 0, 则 lim A® 一 0 的 充分 必要 条 件 是 
lim | A® | — 0 
koo 
证 由 定义 6.1.1 知 
lim A = ÅAS lim a = a; G = 1, 2, |" M3 j = 1, 2, °... n) 
一 十 oo k— +° 


€ lim (aP —a;) = 0 
k— +o 


e lm > > | a — aj |= 0 
最 后 一 式 为 
lim | A4® —A || E= 0 
k—+o 
由 和 矩阵 范 数 的 等 价 性 知 ,对 于 C"“%" 上 任 一 矩阵 范 数 || + | , 必 存 在 正常 数 Cl， 
C, ,使 
C, 4 —A lp < |A? —A || <C | A® —Al > 
所 以 | 
lim | A® —A ll; = 08 lim || A® —A]| = 0 
k——+c 十 co 
故 结论 得 证 . 口 
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特别 地 ,车 有 A — 0, WJ 
lim A® = 09 lim |A® —0 || = lim | 4® | =0 
kto0 一 十 co 人 -十 co 
由 撼 阵 序列 收 伍 性 定义 不 难 证 明和 气 阵 序列 的 极限 运算 满足 下 列 定理 . 
定理 6.1.2 i  lim A =A, „im B® =B, a, b€ C, A”, po A, BE 
Cr 则 
GD) „lim (aA @ LBP) = aA + bB; 
GD lim。 AP BP ni AB; 
Gi) `4 A® E$ A 均 可 逆 时 
lim (4A) = 4 
有 十 co 
注意 定理 6. 1. 2(ii) 中 条 件 A 2, A 均 可 逆 是 不 可 缺少 的 考虑 下 面 例子 ， 
例 6.1.1 


1 
A® = e 
I —1 1 
k k 
(AP) = ( )， £= uz 


k k+1 


lim A® S| 1 = A 
asss —1 1 


但 是 和 A 显然 不 可 逆 . 
例 6.1. 1 说明, 虽然 所 有 A 可 道 , 且 im, A® — A, 但 不 能 保证 4 的 可 逆 性 , 
在 矩阵 序列 中 ,最 常见 的 是 由 方 阵 的 寡 构 成 的 矩阵 序列 . 
定义 6.1.2 设 AEC™ „4i lim A* = 0, 则 称 4 为 收敛 矩阵 . 
定理 6.1.3 设 4EC2， 则 4 为 收 伍 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 谱 半 径 


o(4) < 1. 
证 设 4 的 Jordan 标准 形 为 J, 则 存在 可 逆 阵 P, 使 
A= PJP” 
于 是 有 
A? T PJP” 


可 见 , A 一 0 等 价 于 了 一 0, 又 
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J° = diag(J» Q), J; (A,), eey Ji Q.) 


其 中 Ais Azs ts ÀA HWA 的 不 同 的 特征 值 . 
显然 ,太一 0 等 价 于 天 0) 一 0(CVIE = 1, 2, +, s), M 


v fr CA) 

fi Q.) f, Q.) (Cr 一 1)1 

2) A.) 

k (A) 一 ` (À. f” QO 
JEA) FAD OT 
f, Q.) 


其 中 AAD 一 难 . 所 以 , 当 | À, | 二 1 时 有 
PAD, l=0,1,2,.,7—1 
w Ji Q.) —>0 
从 而 
J* 0, A — 0 
2, A°—0, l] 
JE AD>0, Vi=1,2, es 


由 此 站 一 0, 所 以 
[à |<1 
wA f KA) <1 q 
推论 6.1.1 设 4AEC” ,者 C 上 存在 矩阵 范 数 |， | ,使 Al <1, JJ A 


推论 6.1.2 方 阵 4 的 每 个 特征 值 * 的 模 |*| 都 不 大 于 和 矩阵 A 的 任何 一 种 范 
AEA EDA |< IAI. 
证 设 14|1 = a, 作 一 个 矩阵 


B= 1 
a+e 
其 中 e 为 任意 正 数 ,于 是 
1 a 
IBI == lal - 51 
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由 推论 6.1.1 知 B 为 收敛 矩阵 ,由 定理 6. 1.3 的 证 明知 ,B 的 所 有 特征 值 的 模 
都 小 于 1, 而 B 的 特征 值 就 是 = , 


À 
aTe <1 
即 
|à |<a+=e 
因为 正 数 可 以 任意 小 ,因此 
|à lsa = lAl] AA 


推论 6. 1. 2 Ek TAE RERA SEA EER. 

推论 6. 1. 1 给 出 了 判断 矩阵 A 是 否 为 收敛 矩阵 的 一 种 方法 . 即 先 验证 是 否 有 
某 一 种 矩阵 范 数 满足 Al 二 1, 如 果 不 易 找 到 这 样 的 范 数 , 则 可 以 计算 出 A 的 所 
有 特征 值 后 , 求 (4) ,再 进一步 判断 . 

例 6.1.2 判断 下 列 矩 阵 是 否 为 收敛 矩阵 : 

0.2 0.1 0.2 
A= |0.5 0.4 z 

0.1 0.3 0.2 


解 由 Aj, =0.8<1, TA A HRE. 
AREER: FEER EPIA | + H ,使 得 Hal <14ESEEBEA 为 收敛 
矩阵 的 充分 条 件 ,不 是 必要 条 件 . 例如 


A= (0 0 ) 
 A0.3 0.8 


H el) = 0. 9 NI A 21k Sk kE BE , H JE: 
lala = 1.1, JA, = 1.2 


| A ls =œ 1. 24, LA || ; == 1. 02 


定义 6.1.3 设 (42 )} 是 C”" 上 的 矩阵 序列 ,49 = aP) € C”, S = 
Csi Jiii ec”, EAM 


A + AD) + z + A + ssa 
十 co 
称 为 矩阵 级 数 , 记 为 DA”. 
k=0 
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对 任 一 正 整数 N, 称 Sm 一 XA 为 矩阵 级 数 S AV 的 部 分 和 . 如 果 由 部 分 
和 构成 的 矩阵 序列 (Stw KAF S.I lim S — 5， 则 称 年 阵 级 数 Š A 收 化 ,并 
+= + " 
f S 为 矩阵 级 数 A 的 和 , 记 为 S 一 SDA, 不 收 伍 的 矩阵 级 数 称 为 发 散 的 


oo 十 co 
DA? — S 等 价 于 mm x n 个 数 项 级 数 > at = sy. 
k=O 一 

例 6.1.3 已 知 


1 mx 
2 3.4 
A®? 一 ] ， 上 一 1，2，… 
RCR 十 1) 


说 明和 矩阵 级 数 A% MAHE, 
解 ” 首 先 求 矩 阵 级 数 的 部 分 和 


N 
Sm = S`AQ — 
于 是 

T 

1 — 
lim S°? = x j 

一 Ho 
0 1 


BUERE YSA” 收敛 ,上 其 和 为 


S= 


= o| 3 


0 
定义 6.1.4 BSAP 是 矩阵 级 数 ,其 中 4% = aP) € C, I m X n + 
数 项 级 数 S ab G 一 1, 2, =", m j — 1, 2, ==, n) 都 绝对 收敛 , 则 称 矩 阵 级 数 
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> a 绝对 收敛 


利用 矩阵 范 数 ,可 以 将 判定 矩阵 级 数 是 否 绝对 收敛 化 为 判定 一 个 正 项 级 数 是 
否 收敛 的 问题 . 


定理 6.1.4 A” = (UP) € Ck — 0, 1, ++), 则 矩阵 级 数 3 A% 绝对 
k=0 


+= 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 正 项 级 数 > la | 收 敏 ,其 中 | 外。 上 是 C EEA 
阵 范 数 . 


证 5a? 绝对 收 全, 则 如 X 个 级 数 区 [a° | 都 收 伍 , 故 


k=0 


la |< My: ¿= l, 2, 1, m; j = ], 2, ,nn 


k==0 


&£&M= max M; ， 取 和 矩阵 范 数 | H S m - 范 数 , 则 有 


名 1 QU X a |) <mnM 


这 说 明正 项 级 数 之 A” || 。 收敛, 由 矩阵 范 数 的 等 价 性 ,对 任意 矩阵 范 数 , 正 项 
十 ee 

级 数 >: | A | 收 全 
车 27 A || 收 化 ,由 逢 阵 东 6 数 的 等 价 性 ,所 以 > JA |, WA 3. 


m 


lat |< 51 X) | a@ |= |A® las i=1,2,= mi j= 1,2, =, n 
2u 2i 


由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 > | a | AKH Bl m x n PRRD aP G = 1, 


2, =s mi j = 1, 2, ===, n) 中 的 每 一 个 级 数 都 是 绝对 收 敏 的 . 故 >) AG 绝对 
isk. m 
与 数 顶级 数 类 做 , 若 算 阵 级 教 > Am 绝对 收敛 , 则 92 A 一 定 收 敏 ,并 且 任 


意 交 换 各 项 在 和 式 中 的 次 序 所 得 的 新 的 级 数 仍 收 伍 ， 其 和 也 不 变 . 
下 面 介绍 一 类 特殊 的 矩阵 级 数 一 一 和 抢 阵 震级 数 . 
定义 6.1.5 设 4E C, C, € CG 一 0,，1,，…)， 称 矩阵 级 数 
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十 co 
XGA = C,E+ C.A + GA ++ +C,A* + 
k=0 


为 矩阵 A 的 寡 级 数 . 
利用 定义 来 判别 矩阵 短 级 数 的 敛 散 性 ,需要 判别 >° 个 数 项 级 数 的 敛 散 性 . 当 
EMA n EA, 通常 是 非常 麻烦 的 事情 . 显然 ,矩阵 震级 数 是 复 变量 z WRR 


数 六 Cet 的 推广 ,我们 知道 ,着 竺 级 数 Si Ce MKAPA R, MAHKAM 
| x ILR RIIE z, Š) Ciz" AAHH. PIE DEARER Saam 
收敛 性 问题 自然 联想 到 复 变量 宕 级 数 Sar 的 收敛 半径 

定理 6.1.5 URAR Cyst KUFE RM 

G) 当 p(4) < R n EMERSO DIG A, xP S; 


Gi) `4 oA) > R if, EDEN 21 C, A 发 散 . 


证 (D 设 p(4) < R, 则 存在 正 数 。， 使 oA) 十 e < R, 由 定理 5. 3.3 知 ,存在 
C”” 上 的 矩阵 范 数 | ° |。 使 得 


1 4 入 oh4) 十 se 一 尺 
从 而 
l C A* a =| C, | Al < C, | oA) + e) 


因为 宕 级 数 
十 ee 
>) | G, | Aa +e)“ 


+e 
lira Wr it PERERA CA 28 xH N. 


GD WA RM， 人 为 人 的 个 特征 值 , 则 必 存 在 一 个 特征 值 叉 ， 
满足 | À, |> R. H Jordan 标准 形 理 论 , 存 在 阶 非 奇 异 和 矩阵 P, 使 得 
4, kı 
À k, 
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| g#R&240Wmg&& | >> ————— a 


其 中 如 为 1 或 0, í = 1, 2, =, n— 1, 

因为 由 的 对 角 元 素 为 对 = 1, 2, ==, m ERETO S OJ 的 对 角 元 素 
为 总 C24G — 1, 2, =", m. IUR ÈS CA! RBOI SICS? 28. XA = PIP”, 
HA = PPP, C, At = PGJOP, AETA GA' 发 散 . LJ 

推论 6.L 3 ARAM Ò Ce 在 整个 平面 上 都 收敛, 则 对 任意 的 4 € C™, 
ERSO SSCA" 收 人 

推论 6.1. 4 HESA È Cr 的 收 全 半径 为 R, A € C”, 如果 存在 C"" 上 


十 ce 
的 某 一 矩阵 范 数 | + | ,使 得 ‖ 4 ‖ < R, 则 矩阵 霉 级 数 之 CA" 绝对 收 全 
例 6.1.4 讨论 矩阵 短 级 数 


Tos i 
2 6 3 
名 下 | 1 
3 6 
的 敛 散 性 . 
解 记 
ti 
aah 3 
K s ak 
3 6 
] 5 
求 的 4 的 特征 值 为 一 广 , 5 M 
5 
pA) = — 


+e 4 
由 于 宕 级 数 六 十 üikek 4229 R 一 1, 故 由 PC4) — RAER D ZA 88 


对 收敛 . 
最 后 讨论 一 个 特殊 的 矩阵 寡 级 数 . 
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定义 6.1.6 BAEC, HARRES 


十 co 
ZA = EAHA + TA 


为 Neumann( 诺 仇 曼 ) 级 数 . 


定理 6.1.6 Neumann 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 是 (A) < 1, 且 在 收敛 时 ， 
其 和 为 (E-A). 


十 oo 
证 设 5 JA 收敛 ,有 lim A‘ = 0, 即 4 为 收敛 矩阵 ,从 而 有 pC4) < 1. 
k=0 k= too 
+o 
设 o(C4) 一 1 ,又 宕 级 数 > / Z EKZER = 1. 因此 知 Neumann 级 数 绝 对 
十 ee 
当 2a AET, oA) <1, AE E — A mA, AA 


SVE—A) = (EA +e 4AE — A) 


= E — AN" 
故 

= (E—AFNH5(E —A) 

= (E-A) —ANTI(E—A) 
从 而 有 


S 一 Jim SY = (E—A)” Ll 
例 6.1.5 设 


0.2 0.5 
a= (ar oa) 
0.7 0.4 


RASERER OA" 的 剑 艇 性 , 若 收 僵 并 求 其 和 
解 NAN = 0.9<1,# 
KaD < Al <1 


十 ee 
所 以 > A ki, HAEA. 


E a=] 0.8 Tee) 1| 8 =>) 
X ~ A107 0.6/ 10\— 
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所 以 


| AIE EBE 2 E BL H BUE A ERER RA, JERR RBO ERER. 首先 
我 们 利用 和 矩阵 寡 级 数 定义 矩阵 函数 ,然后 再 介绍 计算 矩阵 函数 的 方法 . 


定义 6. 2. 1 HERA X Ciz* 的 收敛 半径 为 R, 且 当 |z|<<R 时 , 寡 级 数 收敛 
于 函数 f(z), 即 


+o 
fG) = XG, |z |<R 
+e 
MR A EC 满足 p(4) < R, MERA EERE D C, At 的 和 为 矩阵 函数 , 记 
为 f(4), 即 
十 co 
fA) = JG A 


由 上 述 定 义 与 高 等 数学 及 复 变 函 数 中 关于 吞 级 数 展开 式 的 知识 ,可 以 得 到 相 
应 的 矩阵 函数 . 例如 ,对 于 如 下 函数 的 知 级 数 展开 式 ，: 


£ 2 
e = > ey R 一 十 co 
to k! 
+e k 
: z (—1) 2k 十 ] R= co 
sinz = GID!” , A 
-ee k 
C 1) x 
= 9 R= oo 
COS 之 > GHI” 十 
(1—z) 1 = 212, R=1 
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SA 
=), 全， VA € C”% 


十 ce — k 
sinA = J). (C 1 gan, VA € C” 


在 人 (2 十 1)! 
十 cc (一 1)* 

_— 2k axan 
cosa = 2 pA vAEC 
(E—A) 1 = XA, o(4) —<1 

k=0 
l < (一 1) k+l 
n(E +A) = > EW ，o(4) 一 1 


称 为 矩阵 指数 函数 ,sin A 为 矩阵 正弦 函数 ,cos4 为 矩阵 余弦 函数 ， 
如 果 把 矩阵 函数 fC4) 的 变 元 A 换 成 4#, 其 中 上 为 参数 , 则 相应 地 有 


十 ee 
f(AM1) = XGA 
k=0 


例如 


£= k! £h! 

类 似 地 有 sinCAz), cosl Az). 在 实际 应 用 中 ,经 常 需要 求 含 参数 的 矩阵 函数 

矩阵 函数 的 计算 问题 是 矩阵 在 应 用 中 的 关键 问题 . 由 定义 进行 矩阵 函数 的 计 
算是 相当 复杂 的 . 所 以 ,研究 如 何方 便 地 计算 矩阵 函数 是 非常 有 意义 的 ,为 此 ,我 们 
介绍 下 列 几 种 常用 的 算法 . l 

1. 递 推 公式 法 

设 fA =| AE —A |, {Rii Cayley-Hamilton 定理 知 , fA = 0, 由 此 找 出 矩阵 方 
罕 之 间 的 关系 ,得 出 4 的 递 推 关 系 式 , 从 而 计算 给 定 的 矩阵 4 的 函数 . 举例 说 明 如 下 . 

0 1\、、 a 
例 6.2.1 BAA = (, Re . 
解 H f/Q)—=|A4AE—A|= 2 +1%A + E= 0, 从 而 有 
A —— E, A =—A, A = E, A =A, 
即 
A* = (—1YE, A = C DA, k=1,2, 

所 以 
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= (cosDE + (sin DA = Í cost | 


一 Sint cost 


2. 利用 Jordan 标准 形 计算 
设 4 € C™ BJ Jordan 标准 形 为 天 即 存在 可 道 矩 阵 p € C”% , 使 得 


P''AP = J = diag(J, ， J.°; °°". Ji» RAUS, J.) 
其 中 


由 此 
A = PJP `, At = PJ*P ` 


+e +e 
fO) = 2;C,A* = P( 辫 CI)P 7 


+c 
2 CA 
k=0 
十 eo 
=P Y GJ! P` 
k=0 
十 co 
DC 
k=0 
fA) 
= P f fI P” 
fI) 
= PFPP 
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这 里 
-ee 
fJ) = DC 
k=0 
Sica 1 Sigean ... — 1 Sigean 
1 (mD 2 *”* `: 
+o 
> Ca; 
_ k—o 
= = 
PEI DGC 
1! f=0 
+o 
> Ca; 
k=0 
lx 1 m) 
D Sf Q, ff" Q, 
aD Tf OD m Di Q) 
_ FA) 
= l. 
fA) 


特别 地 ,如 果 和 矩阵 A € C™ AAFAA A BAET EE P , 849 
A = PAP”, A= diagQ,, Àz, +, A,) 
于 是 
fO.) 
f(A) = P SA) . 一 
| fQ,) 


例 6.2.2 已 知 


试 求 eA, sinAt. 
解 TARI A K Jordan 标准 形 
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1 1 0 
J=|I0 1 0 
0 0 2 
且 有 
1 0 
P= —1 一 1 1l, P ''AP = J 
2 1 


当 f(z) = ë 时 , f(1) = e, f” G) = e, 于 是 有 


e e 0 


=Pl0 e 0|P 


X f(z) = sin zt 时 


fO) = sint, f' GD) = tcost 


于 是 有 
sint ¿cost 0 
sinAt = P| 0 sint 0 IP? 
0 0 sin 2t 
sint — 2tcost 0 tcost 
= | sint 十 2tcost 一 sin2t sin2t — tcost— sint sin2t 
— 4tcost 0 2tcost + sint 


用 Jordan 标准 形 的 方法 来 求 矩 阵 函 数 的 难点 在 于 要 求 本 -矩阵 及 可 逆 和 矩阵 了 P 了 、 
P 一 ,所 以 即使 4 形式 上 比较 简单 ,这 一 工作 量 也 较 繁 杂 . 为 避 开 这 一 点 ,我 们 有 下 
列 方法 . 


3. 最 小 多 项 式 法 (待定 系数 法 ) 
WERE A € C”™ ,4 的 最 小 多 项 式 为 


pA) = Q —À DB QA — À) CAA’ 
其 中 , 久 . Àz» ..., À, EA 的 全 部 互 异 特征 值 ; k, +Ë, +e +k, =m. 
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WEEER A = ÑC At, fO) = SCA, 由 带 余 除 法 
fQ) = qA PA + rA) . (6.2.1) 
其 中 xr() 是 次 数 低 于 m BJ A 的 多 项 式 , 记 为 
r(A) = ap A” 十 … 十 CA 十 ao 

由 于 gA) = 0, wA . 

FA) = r(A) = ap 1A" e a, A a E (6. 2. 2) 
又 p97) 一 00 一 0, l,e, ki—l; i= 1, 2,1, m), AEX. 2. 1) 两 边关 
于 4 求 导 得 


d 
ama, 一 w” (6. 2. 3) 


di 
— fA) 
qA 


由 此 ,可 以 得 到 以 anis ts ais ao 为 未 知 变量 的 线性 方程 组 ,求解 即 得 到 待定 的 
Rgl anis s ay, aos AME (6. 2. 2) 得 到 和 矩阵 函数 CA). 
如 果 要 计算 矩阵 函数 CA) = >c, 4 好 ,也 可 以 用 类 似 的 待定 系数 的 方法 ， 


只 需要 将 上 面 的 函数 SON AQ) 代 巷 .只 需 注意 ! 是 一 个 参数 , 式 (6. 2, 3) 中 对 函 
ODAT A RM: 看 成 一 个 常数 


例 6.2.3 设 
一 1 一 2 6 
一 1 一 1 4 
试 求 et. 
解 JORR A BUNEI h | AE 一 4 |= Q — D° 得 特征 入 
和 一 1 
又 
A— E= 0, (A— E> = 0 
所 以 4 的 最 小 多 项 式 为 


eQ) = Q — 12° 
其 次 , 设 rà) 一 ag 十 ai4， fA = a, 从 而 
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Pe 


r(]) 一 ao 十 al = e = f(1) 
r(1) =a, = e= f'G) 


解 之 ,得 
a, =e do 一 0 
从 而 
一 e 一 2e 6e 
e = aE +a, A = —e 0 3e 
—e —e 4e 
例 6.2.4 设 


HR e“, et, cosA. 
解 ” 先 求 矩 阵 4 的 最 小 多 项 式 . 由 | XE 一 4 |= A- D7 Q 2) 得 特征 值 
一 1， 2 =2 
由 于 (4 一 已 (4 一 25E) Z 0, 所 以 4 的 最 小 多 项 式 即 为 
gQ) =| AE —A |= Q — 1) (A — 2) 
Hra) = a Ha +a, FO) = |, Wm 
r(1) = a +a, +a, = € = f) 
rO) =a +2a, = té = f) 


r(2) = a + 2a; 十 4a = e” = f(2) 


解 之 ,得 
ao = e“ — 2te' 
a, 二 一 2e” + 2e' + 3te' 
a, = e — e — te 
从 而 


148 


e — 2tzet 0 ‘te 
e” = a E+a,A +a,A2 = =e +e d 2e e⁄ e e — te 
— 4te' 0 2te' + e 
其 次 , 令 1 = 二 1, 得 
— e 0 e 
a= | — e +3e ê eë —2e 


最 后 , 令 JA) = cosà, 由 
r(1) = aç +a; +a; = cos1 = f(1) 
r(1) = a, +2a, =— sinl = f°(1) 
r(2) = ao + 2a, + 4a, = cos2 = f(2) 


得 
ao 一 2sin1 十 cos2 
a, =— 3sin 1 + 2cos 1 — 2cos 2 
a, = sin 1 — cos 1 + cos 2 
从 而 
cosA = aE +a,A +a, A’ 
2sin 1 + cos 2 0 —sinl 
= | 一 2sin1 十 cos1 一 cos2 cos2 sin1 一 cos1 十 cos2 
4sin 1 0 — 2sin1 + cos 1 


由 上 述 方 法 及 例子 可 知 矩 阵 函 数 的 另 一 定义 ， 
定义 6.2.2 设 AEC™ ,A 为 4 的 互 异 特征 值 ,i = 1,2,…,s, J 为 A 的 
Jordan 标准 形 , 即 存在 可 逆 抢 阵 Pe c% ,使 P'AP =J. 
J = diag{J 1， J; °... J. 
1 
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fI) 
fA) = P fJ.) P` 
- fO.) 
其 中 
fO.) L tay 1 FP AD 
o SIP 52 (r, —1)1 ; 
fI) = Pa 1 
l ra) 
Ti i 
£2;) 


这 一 定义 对 于 那些 不 能 展开 成 收敛 的 害 级 数 的 函数 也 能 定义 出 矩阵 函数 . 
例 6.2.5 设 


试 求 InA. 
解 


o an eo 


故 


1 0 1 
InA=|1 1 o| |0 In5 
0 1 


aj= 加 | 一 5 
en 
=: 
= 
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和 矩阵 函数 与 函数 矩阵 的 微分 .积分 在 研究 微分 方程 组 及 优化 问题 中 是 非常 重 
要 的 . . 
定义 6.3.1 以 变量 上 的 函数 为 元 素 的 矩阵 4(D = (ay GD). 称 为 函数 矩 
阵 ,其 中 a, (OG 一 1，2，…， m; 了 = 1, 2, ***, n) 都 是 变量 上 的 函数 . 车 e [a， 
b], 则 称 A(z) 是 定义 在 [a, 的 上 的 函数 ;又 若 每 个 ay Ola, 5] 上 连续 、 可 微 、 可 


; ; d d 
A'GQ) = Gy (2))ww。 或 Ao = (qe 0) (6. 3. 1) 


4 AO Ela, 6J 上 可 积 时 ,规定 AC7) 在 [a, 打上 的 积分 为 
[awa = (f'aya) (6. 3. 2) 


ANE RAGE ERAD SRRA FI EM. 
定理 6.3.1 RAGS BORET., WI 


. d d d 
G) TAD +B) = AGO tO: 
Gü) 当 &(z) 为 可 微 函 数 时 ,有 


d d d 
a (DAC) = (GEO JAD HO ACO 


d d dpe. 
GD SADBD) = (JAO )BO +AD TBO); 


dż 
Gv) 当 w = f(z) 关 于 z 可 微 时 ,有 
d ,sd 
gA = f (t gA 
(v) 34 A7 (O EP ARRE RER, A 
d —1 —_ A 4 —1 
TAD ——A CD [SAG )A (D 


证 只 证 (v). 
HA AWA (D = E, 两 边 求 导 得 
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dya d -D = 
AD SATOH (FAO) WO = 0 
从 而 
dA | - 
FAO) 一 一 AD (SAG )A GD 口 


定理 6.3.2 ŽAG), 加 (为 是 区 间 [a， 寻 上 的 可 积 函 数 和 矩阵 ,A、 如 是 常数 矩 
EE, A € C, 则 


b N b b 

G f (AG HBO de = [Ade + | Bd 
b b 

Gi) | AA CD dt = af A dit; 


Gid | AWBat = (| Ad)B, [ABOA = A(| Bd); 
GV 84 AGD3E[a, 轨 上 连续 时 ,对 任意 zE Ca, b), 有 


d t 
2 Acoaco)- ACO) 
O) M AG)4E[a, 如 上 连续 可 微 时 ,有 
[PA Dd = AG) Ala) 
DEAT RRUEPERI BU — KOER FSA CODERE, 2 


$a OMAT SERE WT ESE. 不 难 给 出 函数 矩阵 的 高 阶 导数 


CEYO, = yg 


S £ Taw) (6. 3. 3) 


例 6.3.1 已 知 ACO = (_ D pa 


` 9 
sint cost 


(1) SAG, ao), ijao, TOI ŽAO, 


z t 
(2) faoa, A ff Acods 


# a) daa = 


C sint COS ?| 
dt 


: ; 
一 cost —sint 


|=1 
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H|AG)|= 14 
d 
TsD1=0 
HAG) — (> =ar) 
sint cost 
d aa /~ sint 一 cost 
q o = ( cost Sini) 
d d/d — cos? —sinź 
一 一 一 一 [一 A 
a A WD)= C sint 本 
z 1 1 
(2) | ad =( ， |) 
利用 变 上 限 函 数 的 导数 公式 ,有 


af’ _ 25 —_ 
S| Ads = 2AG0) = 2: 


cos sinf | 


—sin£ cos 
例 6.3.2 不 论 和 4 为 任何 常量 方 阵 ,都 有 


G) Se = Åe” = eA, 


GD ScosAt =— A(sinA1) 一 一 (sin4t)4; 


G) Zonar = A(cosAt) = (cosAt)2A. 


证 (1) 由 抬 的 定义 及 矩阵 级 数理 论 易 知 


is = (F+ At +y TA += .) 


一 全 十 于 Atta JAE + 

— 2 72 e... 
=A[E+ Ar +A + ) 
= Ae“ 


MNH AH = (Awm)A,. 故 有 
153 


1 矩阵 分 析 简 明教 程 >>> UT i i i i i i iii: 


类 似 地 可 证 明 (iD ` Gii. 
例 6. 3. 3 RA = (a; (2) ) jn 试 证 : 


d d 
qra = tr J4 


即 说 明 tr 与 对 两 种 运算 对 于 方 阵 来 说 可 以 交换 次 序 . 


证 因为 
trA FE a (tD + a, (t) + niia +a, (D 
所 以 
d d d d 
T = en (D + @) + ° +q (D 
又 由 于 
d d d ` 
q" Ct) q Ct) AN q. O) 
d d d 
$4 > di (O di (D A e a= D 


d d 
qy” (O qa C) . dm Ct) 


dd d d ¿n_a 
tr (TA)= San +n) + qas = 


在 自动 控制 理论 及 -一些 实 际 问题 中 ,还 经 常 遇 到 矩阵 特殊 的 导数 问题 . 现 介绍 
如 下 . S 
定义 6.3.2 设 AE C%>%, (A EER À 的 数量 值 函 数 ( 即 自 变量 为 4， 函数 
值 为 数量 f(4) 的 mXn 元 函数 ). Æ SARF A WEER ay G= 1, 2, s", m; 


j= 1, 2，…， m) 的 偏 导数 都 存在 , 则 称 
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of of of 

Bal da Dan 

of Əf of 
( of ) = | oa Oay Dazn 
Əa,, mXn . . 

of 3f of 

ddmi Əa,2 Əa,,, 


、 d df 
为 SORTA = Cayma WIRA T CA (RE) 
当 w 二 n 二 1 时 ,表示 的 是 一 般 的 一 元 函数 的 导数 , 当 m Ra 等 于 1 时 ,就 是 
元 (m 元 ) 函 数 的 梯度 的 推广 


例 6.3.4 iZ 
a b c 
A = 
P e 了 
F(A) =a + +e + d —2e+ 15f 
RE 
WOR a 
解 
ƏF BaF BF 
dF |a 9 ac = (° 2b re) 
dA |aF BF ƏF| \2d —2 15 
od ee of 
例 6.3.5 设 
a= [> ze 
X21 “22 
f(A) = trA = Tj] + x; 
F LT df 
RR a 
解 
ef Əf 
df _ d A= dra Ərz -( °) 
dA dA ar Əf 0 1 


OTz Əx;; 
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推广 知 , 当 4 一 (a; ), €E R?” 时 


J(A) = trA 
I df _ 
则 有 q = E, 


例 6.3.6 设 
A = Cais G, °", a)" 
FA) = ATA = al Ha + + Q 
df af 
试 求 ， (1) dA’ (2) d4T- 


df _ (af 3 .. fy 
解 D A a T 
== (2a: 9 2a,， L 2 2a,)T == 24 


sr 735 BF af 
(2) . Be T 


= Ca, 2az» bhi | 2a„) = 2AT 
例 6.3.7 WA = (as), 是 给 定 的 和 矩阵,a — (zi, zs,，…, zx,)" 是 向 量变 量 ， 
H f(a) = d'An, pR SÁ. 


解 Jf (a) a" Am = > Span = Da Dar) 


s=] k=1 5 一 1 

而 

°] n 

= = TQ 十 ... F Tjaa + ( Darz +zjay) F Lja + ... 十 Tan 

J = š 
一 2 ajz, 十 Dj az, 
s=1 k=1 

所 以 l 


of n n 
3 > az, + X GT, 
Xl 3 一 1 k=1 


fo) n n 
2 Dant, + Dam 
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= ATa + Ag = (AT + A)a 


特别 地 , 当 A 是 对 称 矩 阵 时 ,有 


df _ 
do AG 


定义 6. 3.3 WERE FAO = (f,, Ao 的 元 素 fi (AG = 1, 2, 0, s; j = 


1, 2, =, t) 都 是 矩阵 变量 A = (x), 的 函数 , 则 称 F(4) 为 矩阵 值 函数 . 规定 下 
(4) 对 甜 阵 变 量 4 的 导数 为 


aF BF _ ƏF 
dx Əx;; Ox 
p Æ E. ƏF 
a7 dzo dza ex (6.3. 4) 

oF oF oF 

Dm dEmz Tmn 
其 中 
of dfs dfu 
ƏT; ƏT; Oz; 
ƏF dfa f, jz 
= Qzii Əx;; Əx;; 
Əx;; . 
ƏT; oz dr 


即 其 结果 为 Gns) X Cnt) 矩阵 . 

又 由 于 向 量 是 特殊 的 矩阵 ,所 以 向 量 值 函数 对 于 向 量变 量 的 导数 ,向 量 值 函数 
对 于 和 矩阵 变量 的 导数 ,和 矩阵 值 函 数 对 于 向 量变 量 的 导数 都 可 以 视 为 定义 6. 3. 3 的 
特殊 情形 来 计算 . 

例 6.3.8 设 a= (zi, Trst z.) , 求 向 量 值 函数 @ = (zi, ras ts z,) 对 

da” 

向 量变 量 a 的 导数 qa: 

解 
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例 6. 3. 9 H a= (a, » Az» Gs 5 a) 是 给 定向 量 ， A = (Zi ) ax 是 矩阵 变量 , 试 
d(Aa)" dC4o) 


求 dA `° dA ` 
解 因为 
4 
> Tues 4 4 
=i 
AG = a 9 (Am) == (X zua» 2 zua) 
=1 =1 
J tna 
k=1 
所 以 
dAa)T alAa)T lAa) Ə(Am)I 
d(Am)T xn Oxi OTs OTua 
dA alaa) alaa) Əla) lAa) 
Qzal Əx> Əx;s dTa 
a 0 a 0 a 0 a 0 
[oa 0 a 0 a 0 a, 
且 
Ə(Am) Ə(Am) Ə(Am) DC4C) a. a, a, 44 
d(Aa) _ Ox Oxiz zis Ox 3 0 0 0 
dA |ƏGm) Ə(Am) Əla) Əla) 0 0 0 
dtz dTa Tz dtu a ü, q a, 


HHB 6.4 AERE BOB EB 


本 节 介 绍 答 阵 函数 及 微 积 分 的 一 些 应 用 .。 - 
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在 线性 控制 系统 中 ,常常 涉及 求解 线性 微分 方程 组 的 问题 . 矩阵 函数 在 其 中 有 
着 重要 作用 . 


定理 6.4.1 设 4 是 ” 阶 常 系数 矩阵 , 则 满足 初始 条 件 的 线性 齐 次 微分 方 


程 组 
fe = Ax (t) 
X(to) = x, 
的 解 为 | 
X(t) = eo) xo 
这 里 


A = (lajman XO) = (zi GO), r), es z, ))" 
x(&) = x, = (x, z), ey x) 
特别 地 , 当 = O FF 
xG) = exo 
证 由 于 


d 一 4 — = Ar At d 
4° X(t)) = e” (A)r) + e qD 


= e (xo Ax())= 0 


将 上 式 两 端 在 Lx ,如 上 积分 ,得 
| gerol 


esx(t)— exl) = 0 . 


故 微分 方程 组 满足 初始 条 件 的 解 的 形式 为 


xŒ) — eA xo O 
p to = 0, 则 
xG = ex, 
f 2 0 0 
例 6.4.1 A= |1 1 1 , 求 微分 方程 组 二 一 4x(b 满足 初始 条 件 
1 —1 3 
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x(0) 一 (1，1，1)7 的 解 . 
解 4 的 最 小 多 项 式 为 m4 A = (4 一 2)?, 令 


rA) 一 ao +aÀ, FACO) = e” 


` 则 由 
FD) = e“ = a, +2a, = r(2) 
FD = teë = a = r! (2) 
得 
ao = e? — 2t”, a, = te” 
从 而 
e” 0 0 
e” = aE +a A = lte Qie” te” 
te” — e (1 二 De 
故 微分 方程 组 的 解 为 


x(t) = x(0) = (e; (+ De“, AHH) 


下 面 我 们 讨论 一 阶 线性 常 系数 非 齐 次 微分 方程 组 的 定 解 问题 . 
定理 6.4.2 设 4 为 2” 阶 常 系数 矩阵 , 则 满足 初始 条 件 的 线性 非 齐 次 微分 方 
程 组 | 


dx 
fe = Ax + f(t) 
x(t) = To 
的 解 为 
x) = é) x, +f A fCD dr (6.4.1) 
这 里 
fO) — (f, GD), I OD .... F DT 
证 ”改写 方程 为 


于 — kx = 0) 


并 以 e“ 左 乘 方程 两 边 ,得 
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~ (= — Ax )= "fo 


d —At — At 
q ° x) =E "fA 


Bp 
Elto. t] EETER 48 


ey — exl) = f e“ fdr 
to 


即 
x) = e4%) y( D +f e™f(r)dr 口 
2 00 
例 6.4.2 A= |1 1 1|, f(D = h, t, 0)7, 求 微分 方程 组 下 = 
1 —1 3 
Ax) 十 f(z) 满足 初始 条 件 x(0) = (一 1，1，0)7 的 解 . 
解 由 例 6.4.1 知 
e” 0 0 
e = t Qpe” te” 
te” — e” (1 +£) ez 
计算 
efo 一 (1，1，0)7 
[ee feoas = G, s, or 
a ) 
et'x(0) = (— e”, (1 — 2t)”, — 2te”)T 
从 而 


x(t) = e#x(0) tj ee feeds 


= ex (0) +e" | A= fs) ds 
o 
= ((t— 1)e*, (1—t)e”, — 2te” )" 


以 上 介绍 了 矩阵 函数 在 一 阶 常 系数 齐 次 微分 方程 组 及 非 齐 次 微分 方程 组 中 的 
应 用 ,这 是 比较 简单 的 情形 . 同样 地 ,在 一 阶 线性 变 系 数 齐 次 微分 方程 组 及 非 齐 次 
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微分 方程 组 中 ,矩阵 函数 都 有 应 用 ,但 都 比 上 面 所 讲 的 困难 多 了 . 在 此 不 作 更 深入 
的 讨论 . 

和 矩阵 函数 在 线性 系统 理论 中 有 广泛 的 应 用 . 这 里 简单 讨论 一 下 现代 控制 论 中 
的 两 个 基本 问题 : 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 . 我 们 只 就 连续 型 的 线性 定常 系统 进 
行 讨论 . 

定义 6.4.1 线性 方程 组 


Ka = Ax (t) + Bu (t) C6.4. 2) 
y) = Cx 0) + Du (t) (6.4, 3) 


称 为 定常 线性 系统 的 状态 空间 表达 式 . 

微分 方程 6. 4. 2 称 为 状态 方程 ,变换 方程 6. 4. 3 称 为 输出 方程 . 其 中 : 

A EC” 称 为 系统 和 矩阵 ,表示 系统 内 部 各 状态 变量 之 间 的 关联 情况 ， 

B EC? 称 为 输入 矩阵 ,表示 输入 对 每 个 状态 变量 的 作用 情况 ; 

C € C 称 为 输出 矩阵 或 量 测 矩阵 ,表示 输出 与 每 个 状态 变量 的 组 成 关系 ; 

D € CP” 称 为 直接 传递 矩阵 ; 

x) € C™ 称 为 状态 向 量 ; 

ult) E C”™ 称 为 输入 或 控制 向 量 ; 

ye) € C” 称 为 输出 向 量 . 

为 分 析 简 便 , 往 往 不 考虑 输入 对 输出 的 直接 传递 , 故 D — 0, 这 个 系统 简 记 为 
(A, B. O. 

定义 6.4.2 ”对 于 一 个 线性 定常 系统 , 若 在 某 个 有 限时 间 区 间 [0, ti] 内 存在 
着 输入 wu(2) (0 s< < t), 能 使 系统 从 任意 初始 状态 x(0) = x, 转移 到 xa) = 0, 
则 称 该 状态 x, 是 能 控 的 ; 若 系 统 的 所 有 状态 都 是 能 控 的 , 则 称 该 系统 是 完全 能 
控 的 ， 

定理 6.4.3 系统 (4, 中，C) 完 全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 对 称 和 矩阵 


Wc(0, t) = | e BBTe 4 "dr 
为 非 奇 异 矩 阵 . 
PWO, 4) 非 奇异 .对 方程 (6. 4.2) 从 0 到 二 积分 得 


x(t) = ex(0) +Í e pu (z) dr (6. 4. 4) 
A: ` 


s. 
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u(t) =— Bre WZ (0, 1 )x(0) (6.4, 5) 
将 u(t) 代 入 式 6. 4, 4 48 


xC) = et" x(0) — en ( | ‘es BBTe dr)We! (0, t )xC0) 
0 


= efi x(0) — Wel0, t JW) (0, t)x(0) 
= ef z(0) — e1 x(0) = 0 
这 说 明 在 式 (6. 4. 5) 所 示 的 控制 输入 u G) 作用 下 ,能 使 系统 从 x(0) 转 移 到 
x) = 0. f 
再 证 必要 性 . 用 反 证 法 . 
车 系统 是 完全 能 控 的 ,但 Wc (0, z) 是 奇异 的 , 则 引出 矛盾 . 
WW. (0， 五 ) 是 奇异 的 , 则 必 有 非 零 向 量 w 一 Cais dzs =, a,n)", 使 对 任意 时 
žl] t= t > 0, 下 式 能 够 成 立 
G@TW-(0, ti a=0 


即 
F aT (e “BB Te“ "adr =0 
0 
F (a"e™"B)(a"e™B)"dr = 0 
0 
故 对 任意 时 刻 :, 有 


ore48 =0, t>0 


又 系统 是 完全 能 控 的 , 故 由 充分 性 , 必 存 在 某 个 uC) ,使 其 作用 于 系统 上 ,使 x(z1) 
= 0. 故 由 式 (6. 4. 4) 得 


— x(0) = P e“ Bu(r)dr 
0 
上 式 两 边 左 乘 以 ai , 便 有 
_ orx(0) = f a'e“ Bu(o)dr = 0 
0 


H x(0) 为 任意 的 , 现 选 初始 状态 x(0) = wx, 则 有 wx 一 0. 这 与 是 非 零 向 量 矛 盾 ， 
故 Wc(0, 二 ?是 非 奇异 的 . 定理 得 到 证 明 . 

定理 6. 4. 3 从 理论 上 给 出 系统 是 否 完全 能 控 的 判别 准则 ,但 在 实际 应 用 中 有 
些 难度 . 下 面 提 供 一 个 较 简便 的 判别 准则 . 
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定理 6.4.4 系统 (4, B, CO) 是 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 n x mn 和 抢 阵 
Wc = (B, AB, A:B, .…, A" B) 
的 秩 为 nI ED. W. 称 为 能 控 性 矩阵 . 


证 这 个 定理 可 以 用 反 证 法 证 明 . 这 里 只 给 出 充分 性 的 证 明 . 如 果 系 统 不 是 完 
全 能 控 的 , 则 由 定理 6. 4. 3 知 矩 阵 Wc(0, 乒 ) 是 奇异 的 , 故 存在 非 零 ,使 得 


CTe 4 有 一 0 

两 边 求 上 次 微 商 可 得 
a (—A)e*B=0, k=1,2,.,n—1 
&: = 048 
TAB — 0, k=1,2,.%,n—1 

而 当 上 一 0 时 ,由 

a'e “B =0 
得 

B 一 0 

故 对 = 二 0, 1，2,…, n 一 1, 都 有 

@TA'B = 0 
即 


' GT(B, AB, A2B, =, A™B) = 0 (a 是 非 零 向 量 ) 
这 与 矩阵 Wo 的 秩 为 n WFA. 这 就 证 明了 系统 是 完全 能 控 的 . 


例 6.4.3 设 A 二 ( T B= (0) ;判断 系统 (4， B, 0) 是 否 完全 能 控 . 
1 1 
这 时 W 的 秩 = 1 2, WRACA, B,C) 不 是 完全 能 控 的 . 
例 6.4.4 设 
0 0 一 3 1 1 
A= |2 0 Ki B= 10 - 
0 —1 0 0 1 
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HIREA, B, 吕 ) 是 否 完全 能 控 . 
解 


1 1 0 —3 0 一 3 
Wc = (B, AB, B) = |o —1 2 一 5 0 —13 
0 10 1 —2 5 


这 时 We 的 秩 =3, 故 系统 (4, B, C) 是 完全 能 控 的 . 

下 面 介绍 能 观测 性 问题 . 

定义 6. 4.3 对 于 一 个 线性 定常 系统 ,车 在 有 限时 间 区 间 [0, #1] 内 ,能 通过 观 
测 系统 的 输出 y(2) 而 唯一 地 确定 任意 初始 状态 x(0), 则 称 该 系统 是 完全 能 观测 
的 ,或 称 对 每 一 状态 x(0) 是 能 观测 的 , 

定理 6.4.5 BACA, B, CO) 完全 能 观测 的 充 要 条 件 是 n 阶 对 称 和 矩阵 


MO, z.) = | "ACA dr (6. 4. 6) 
0 

JEE y FE E EE. 

ya) = Cx (t) + Du (t) 

. = Ce“ x (0) +c| “eA Bu Cr) dr + Du (D 
0 
令 nt) = y) -cf “G Bu (r) dr — Du (t) 
9 

于 是 得 


Cet'x(0) = Wt) (6.4, 7) 
以 ee Cr 左 乘 上 式 两 边 , 并 从 0 到 二 进行 积分 ,得 
(| ctc at) = eC mde 
即 | M(0, z, )x(0) = f OTO dz 
由 于 MO, i)i ERE , il) 
x(0) = M> (0, a) CTO di 
由 此 ,x(0) 可 以 唯一 确定 . 故 系统 是 完全 能 观测 的 . 
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再 证 必要 性 , 用 反 证 法 . 设 系统 是 完全 能 观测 的 , 若 M(0, zt ) 是 奇异 的 , 则 存在 
非 零 2 维 向 量 w ,使 得 对 任意 的 上 之 0, 有 


a MO, t) = 0 
即 
a" (f° ACC de)a = 0 

|. (aet CT) (Cera)dr = 0 

这 表明 对 任意 的 : 宇 0, 有 . 
Cha 一 0 
Ia = x(0) Z 0,JIJ Cet'x (0) 一 0. 这 与 当 x(0) 一 0 时 ,由 式 (6.4.7) 
nG) = Cesx(0) = 0 

的 结果 作 比 较 , 说 明 *(0) 不 能 唯一 确定 . 这 与 系统 是 完全 能 观测 矛盾 , 故 MO, t) 


是 非 奇 异 矩 阵 . 口 
定理 6.4.6 系统 (4, B,C) 完 全 能 观测 的 充 要 条 件 是 pn x n 矩阵 
CA 
W. =| ， 
CA"? 


的 秩 等 于 n( 列 满 秩 矩阵 ). 矩阵 W, 称 为 能 观测 性 矩阵 . 
例 6.4.5 判定 线性 系统 


-or "De 


o= (。， .) G) 
n N ; 


的 能 观测 性 . 
解 ” 能 观 性 矩阵 为 
1 1 
C 2 一 2 
w = (wj)= 0 2 
0 4 
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所 以 W, 的 秩 为 2, 故 系统 是 能 观测 的 . 
定义 6.4.4 设 有 两 个 线性 系统 (4，B, OAA, B, O), WREE n Bra m 
矩阵 了 ,使 得 


À = P 'lAP 
B—P-B 
C = cP 


则 称 系统 (4, B, C) 与 系统 (4，B, C) 代 数 等 价 . 
显然 ,代数 等 价 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 
易 证 下 列 定理 成 立 , 
定理 6. 4. 7 两 个 代数 等 价 系统 具有 相同 的 能 控 性 和 能 观测 性 . 


al 题 6 


1. 判断 下 列 矩 阵 是 否 为 收敛 矩阵 : 


wangii i) 


0.1 0.2 一 0.21 
(2) A= |—0.4 0.3 0.11. 
0.3 0.1 0.2 
2. 已 知 
1 1 
2 3 0.1 0.7\* 
1) A® = ; 2 A — Í Jj; 
(1) A 1 (2) P 


(+ 1)(k&+ 2) 
十 oo 
试 判 断 矩 阵 级 数 DA” 的 敛 散 性 
3. 设 
A = 


2 0 0 
1 1 1 
1 —1 3 


试 利 用 Jordan 标准 形 方法 计算 et, e“, sinA. 
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4. 设 


试 利 用 待定 系数 法 计算 e”, sin Az, 


5. 设 

1 0 0 O 

1 1 0 O 

A= 

0 1 1 0 

0 01 1 
试 求 mA4. 
6. 设 

e të 1 

AG) = |e* 2 0 


3z 0 O 


试 求 : (1) dac, a AG) |; 2) |ACWass | aoa 
` dż dt 2 Jo 


7. 证 明 : 
(1) 车 4 为 实 反 对 称 阵 , 则 ef 为 正 交 阵 ， 
(2) H A DERRER, J e“ EER. 


° N d 
8. i A = (Zi ) rn» POR IA]. 

ps R n 1 Ge T df 
9. 设 A 是 nn 阶 实 对 称 阵 ， x, be R”, f(x) = Ax —b x, Kar 


10. 设 FA) = (ATAD ,其 中 A € R” 是 矩阵 变量 , 试 求 民 


11 EA € C”, a € Re 是 向 量变 量 , Fa) = An, aa 


12. A En xm HRUE, a = (Ca Los "t's za) 是 向 量变 量 , 且 F(a) = 
网 wR ED, 


xo 


13. 试 求 微分 方程 组 ， = 4x(b) 满足 初始 条 件 x(0) = x, 的 解 , 其 中 
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1 2 1 
A= 1 一 1 , x(0) = (1, 0, 0)7 
2 0 1 
14. 试 求解 微分 方程 组 初 值 问题 

dz 

二 =— mi + zs +1 

dr: = xz, + 2xz=; — 1 

<4 dt 

dz 

二 4 + 3; 十 2 
z (0) = 1, z, (0) = 0, zs, (0) = 1 


15. 判断 线性 系统 (4, B, C) 的 能 控 性 : 


1 1 0 0 1 
xO o 1 O|x@)4 1 oluwo 
dz 
0 11 0 1 


16. 判断 线性 系统 (4, 互 ，C) 的 能 观测 性 ， 


so. or io 


y) = (， BEG 
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如 果 要 求 出 一 个 矩阵 的 精确 的 特征 值 ,通常 是 一 件 困难 的 工作 ,因为 当 和 矩阵 的 
阶 数 较 高 时 ,必须 求解 高 次 代数 方程 . 然而 ,在 矩阵 的 理论 研究 及 工程 计算 中 ,我 们 
常常 只 需 知道 特征 值 在 什么 范围 内 变化 或 确定 特征 值 在 复 平 面 上 的 变化 区 域 . 比 
如 在 数值 计算 中 ,如 果 用 和 迭代 法 讨论 线性 方程 组 解 的 敛 散 性 时 ,要 估计 系数 矩阵 的 
特征 值 是 否 在 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 内 ;在 判断 方 阵 的 宪 级 数 是 否 收敛 也 要 看 方 
阵 的 特征 值 的 模 是 否 小 于 某 一 正 实数 . 在 扰动 理论 中 常 要 考虑 特征 值 的 变化 范围 ， 
确定 特征 值 的 界 , 就 是 要 找到 复 平面 上 的 区 域 ,使 得 矩阵 的 特征 值 在 该 区 域内 . 区 
域 的 直径 越 小 ,特征 值 的 界定 范围 就 越 小 . 本 章 将 介绍 圈定 这 类 区 域 的 Gersgorin 
圆 盘 定理 .Courant-Fischer( 柯 朗 - 费 歇 尔 ) 定 理 等 . 

本 章 要 讨论 的 另 一 类 问题 是 非 负 矩阵 . 非 负 和 矩阵 有 着 实际 的 应 用 背景 ,在 许多 
科学 技术 领域 都 有 不 同 程度 的 应 用 . 本 章 介绍 正 矩 阵 . 非 负 符 阵 .随机 和 矩阵 和 M 和 矩 ， 
阵 的 一 些 重 要 性 质 . 


Ii 7.1 Gersgorin 定理 


有 各 种 计算 方法 确定 矩阵 特征 值 的 变化 范围 ,其 中 最 容易 计算 .也 最 实用 的 一 
个 结果 是 1931 年 由 Gersgorin 所 给 出 的 盖 尔 圆 盘 . 


定义 7.1.1 WA == (a;;) e C22 , Z R > | CQ [s i = 1, 2, terg Ne 称 复 
F 
平面 上 的 闭 圆 盘 
{z| | z—a; |< R), i=1,2, "15 n 

为 矩阵 A 的 行 盖 尔 圆 . 类 似 地 可 以 定义 矩阵 4 的 个 列 盖 尔 圆 . 

在 给 出 主要 结果 之 前 ,我 们 指出 要 用 到 的 一 个 代数 学 上 的 结果 , 即 和 矩阵 的 特征 
值 是 其 元 素 的 连续 函数 . 这 是 因为 ,特征 值 是 特征 多 项 式 的 零点 ,因而 是 特征 多 项 
式 系数 的 连续 函数 . 但 特征 多 项 式 的 系数 (由 计算 公式 可 知 ) 又 是 4 的 元 素 的 连续 
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RR. 所 以 , 当 4 的 系数 连续 变化 时 , 必 有 对 应 特征 值 的 连续 变化 . 
定理 7.1.1 WA e c>, D, 9 D,, .... D, E: A HJ n 个 行 盖 尔 圆 ,4 为 A 的 任 
一 特征 值 , 则 


¿€ Up, (7.1.1) 
i=l : 


Eh m 个 盖 尔 圆 构 成 的 并 集 G 与 其 余 的 一 x 个 瘟 尔 圆 不 交 , 则 G HEE A 
的 m 个 特征 值 . 
证 设 4 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ,x 是 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 Ax = Ax. 


具体 地 写 出 这 两 个 相等 向 量 的 分 量 就 是 
Sapri = Àx; J = 1, 2, en (7. 1. 2) 
k=1 
É | z, |= max | z; |; MWELE z 4268550928 p 个 方程 为 
|à—ap || z, | = 2 aza < >; | ap || x=, | 
PO Ë= 
<| =, | >° | apk |= | z, | R, 
Ë 
因为 x 关 0, 故 | z, |= 0, 从 而 
| à— app |< R, 


这 就 完成 了 第 一 个 结论 的 证 明 . 

假定 mm = 1， 即 有 一 个 盖 尔 圆 与 其 他 盖 尔 圆 均 不 交 , 我 们 证 明 在 该 盖 尔 圆 中 有 
且 仅 有 4 的 一 个 特征 值 . | 

将 矩阵 4 写成 4 一 D 二 C, 其 中 D= diaglan, azs ts am) EBO = Dt + 
C, 则 B(0) = C, BCO) =A. 当 t 在 区 间 [0, 1] 内 连续 变化 时 ,必然 导致 矩阵 BOK 
特征 值 的 连续 变化 . 也 就 是 说 ,对 每 个 上 E [0, 1], BC(2) 的 特征 值 必 在 以 a; 为 圆心 ， 
以 #R, G = 1，2，…，7) 为 半径 的 圆 盘 内 . 

不 妨 设 4 = BO) 的 第 一 个 盖 尔 圆 D, 与 其 余 的 2 一 1 个 盖 尔 圆 不 交 , 显然 ， 
BO 的 第 一 个 盖 尔 圆 不 会 与 BC) 的 其 余 的 盖 尔 圆 相 交 , t € [0, 1]. 4 z = 0 BJ, 
BO) 的 特征 值 是 cl ，azz ，…，aw. IERT, an 是 在 B(0) 的 第 一 个 盖 尔 圆 中 的 唯一 
一 个 特征 值 . 由 于 B(2) 的 特征 值 是 i 的 连续 函数 ,并 且 B() 的 第 一 个 盖 尔 圆 不 与 其 
他 盖 尔 圆 相交 ,所 以 ,对 任意 的 上 E Lo, 1], 在 BG(2) 的 第 一 个 盖 尔 图 中 有 且 仅 有 一 
个 特征 值 . 特别 地 , 当 2 — 1 时 ,在 4 = BG) 的 第 一 个 盖 尔 圆 Di 中 恰 有 一 个 特 
征 值 . ` 
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当 m 志 nn 时 ,容易 类 似 地 证 明定 理 7. 1. 1 的 第 二 个 结论 . 口 
将 定理 7. 1. 1 的 结论 应 用 到 47 ,可 以 得 到 关于 A 的 列 盖 尔 圆 的 类 似 结果 . 
例 7.1.1 估计 下 列 矩 阵 


的 特征 值 分 布 区 域 . 
解 由 定理 7.1.1 求 出 4 的 4 个 行 盖 尔 圆 为 


Dı: | z I< 2, 
D,: | =—6 |< 3 


D: | z—5i |< Z, 


D,: | z+2 |< 1 


D, D 7 则 A 的 特征 值 必 在 区 域 UD; 中 ,如 图 
7.1.1 PFR. 
图 7.1.1 8J7.1.2 ZA = (a,) € C”%, 


R, 是 4 的 第 i 个 行 盖 尔 圆 半径 , i=l, 
2, e, n 若 对 任意 的 并 委 i 魏 办，| ai [>> R,, WEKA 是 行 对 角 占 优 矩阵, 
证 明 : 行 对 角 占 优 矩 阵 是 非 奇异 的 . 
证 我 们 只 需 证 明 4 的 任 一 特征 值 不 为 零 . RABA 的 任 一 特征 值 , 则 由 定理 
7.1.1 可 知 , 必 有 1 < zo =< n 使 得 
| | à | 一 | Aisig | |<] 处 一 Ca |< R, 


从 而 
| à >| Aii — R, > 0 
尽管 定理 7. 1. 1 指出 当 关 个 圆 盘 的 并 集 G 与 其 他 盖 尔 圆 不 交 时 ,G PRA m 
个 特征 值 ,但 这 些 特征 值 具 体 落 在 哪儿 个 圆 盘 中 是 无 法 确定 的 . 比如 例 7. 1. 1 中 ， 


D, U D, 中 有 两 个 特征 值 ,但 这 两 个 特征 值 也 许 在 其 中 一 个 闹 盘 内 , 也许 在 
DN D, 内 ,或 D,, D, 中 各 有 一 个 , 各 种 情况 都 可 能 出 现 . 为 解决 这 一 问题 ， 我 们 
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需要 用 这 些 圆 盘 作 适 当 的 放 缩 ,使 它们 彼此 隔 高 . 
BEE A = 二 (as), 的 x 个 盖 尔 圆 的 半径 分 别 为 Ri，R;，…， RR,. 取 一 组 正 数 
di, dz, ea 其 中 d; Æl, 其 余 的 d; = 1, JÆi, 令 


D 一 diag(d,, ds ee, dp) 


n 


则 也 是 可 逆 的 , 且 B — DAD? 与 4 有 相同 的 特征 值 . HAR, Ra, o, R 是 矩阵 加 
的 个 盖 尔 圆 的 半径 , 则 


n d. n 
R = D |a; =|= d, X | ay | = aR, (7.1.3) 
ial dy jz d; 
J t J 
~ n d n 1 
R, = > ay = d, >) |a; | — 
7=1 dj j=1 d; 
jk jk 
1 
=R+ (7—1) an | (7.1.4) 


(k Æi; k=1, 2, =, n), 由 式 (7.1.3)、 式 (7.1.4) 可 以 看 出 , 若 4; <1, 则 A 的 第 
;个 盖 尔 圆 半 径 缩 小 ,而 其 余 的 2 一 1 个 盖 尔 圆 半 径 增 大 ;反之 , 当 忆 之 1 时 , 4 的 第 
i 个 盖 尔 圆 半径 增 大 而 其 余 的 圆 盘 半径 缩小 . 因此 ,我 们 可 以 通过 适当 取 D 的 方法 
对 4 的 特征 值 进行 隔离 . 

例 7.1.3 对 例 7.1.1 中 的 特征 值 进行 隔离 . 


解 W D= diag( +, 1, 1, 1) JEREB — DAD 的 4 个 盖 尔 圆 圆心 不 变 ,而 
半径 分 别 为 
_ 1 2 _ 
R = 7R = x R, = R +2 | an |= 5 
_ 5 n 
R; = R; +2 | an |= 7> R, = R, +2 |an |=1 


这 时 ,4 中 的 两 个 盖 尔 圆 彼此 隔离 了 . 结合 例 7. 1. 1 的 结论 可 知 ,下 列 4 个 圆 盘 中 
KH A 的 一 个 特征 值 


Izl<3, 2z-6l<3 
.3 
| z— 5i l< | z+ 2 |< 1 
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ID 7.2 ”特征 值 估 计 的 基本 不 等 式 


对 任 一 ” 阶 矩 阵 人 ,我 们 总 可 以 将 4 写成 4 = BHC HER RH B= AH 


A”), C= Zaa. 如 果 C 一 0, BIA — A", M] A Jë Hermite 矩阵 ,其 特征 值 必 


全 为 实数 . 由 于 矩阵 的 特征 值 是 其 元 素 的 连续 函数 ,可 以 设想 当 C 的 元 素 均 在 0 的 
附近 变化 时 ,必然 使 得 4 = B+ C 的 特征 值 会 出 现 复数 . 所 以 矩阵 C 应 该 在 确定 A 
的 特征 值 的 虚 部 变化 范围 起 着 作用 , 同 理 , 矩 阵 B 应 与 4 的 特征 值 的 实 部 变化 有 
某 种 关联 . 

定理 7.2.1 WA E C”, As Azs ets AEA 的 特征 值 , 则 


yA < A [E (7.2.1) 
z == J: 
Re) [2 < | BI: (7.2. 2) 
i=l 
ImGQ.) 2 < || C || š (7.2. 3) 
el, 
其 中 
1 H 1 H 
B=7 A+A"), = 二 (4 一 A ) 


式 (7. 2. 1) 一 式 (7. 2. 3) 中 任 一 等 式 成 立 , 必 有 其 余 两 个 等 式 成 立 . 而 任 一 等 式 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 为 正规 矩阵 . 

证 根据 Schur 引 理 ,存在 酉 矩阵 及 上 三 角 阵 T, 使 得 A 一 UTU™. TREX 
角 线 上 的 元 素 是 4 的 特征 值 . 由 于 矩阵 的 下 - 范 数 在 酉 变换 下 不 变 , 所 以 JA 上 := 
[T| |, TE T= t)r, s= 1, 2, =, n, r> s Bf. z,, = 0), WE 


lAl = ITi}= X APEE li 3 


为 证 式 (7. 2. 2) ,注意 到 B 一 二 DT 十 TH)UE , 故 


2 


+>; 


rÆs 


2 2 


š A, HÀ; 
= >|: 


F i=] 


brs + b 
2 


1B13 — 上 二 rr 
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n 2 n 
=> | ReaD 上 十 之) | > > | ReQ) |° 
i= r—<s i=] 


式 (7. 2. 3) 可 以 类 似 地 证 明 ， 

从 上 面 的 证 明 过 程 易 知 , 式 (7. 2. 1) 一 式 (7. 2. 3) 任 一 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 
t,, = 0,r s s; 当 且 仅 当 4 为 正规 矩阵 . L] 

推论 7.2.1 W A= (aj), B = G, ), C = (c;) 为 定理 7. 2. 1 中 的 矩阵 , 且 


p= max | ay |, o= max | by |, r = max | cy | 
MJ: A NA 的 任 一 特征 值 时 ,有 
Ià |< no, |ReQ) |< no, | mQ) |< nz 
证 ”由 定理 7.2.1 知 


I ARSA = 2 > |a; Ë 
i=1 i=1 j=1 
< x max | ay |= n ð 


由 上 式 立 即 可 得 | À |< no. 另 两 个 不 等 式 的 证 明 类 似 . 口 

由 这 一 推论 还 可 以 得 到 , 当 和 A 是 Hermite 秆 阵 时 , C 二 0, 从 而 t==0, 此 时 必 有 
Im(24) = 0, 所 以 4 的 特征 值 * 为 实数 . 同 理 , 当 4 是 反 Hermite Ett, B= 0, 此 
时 Re) = 0, 从 而 4 的 特征 值 是 0 或 纯 虚 数 . 


推论 7.2. 2 EAEn MRR, t=- max | a, 一 ar |» AFA 的 任 一 特征 


值 , 则 . 
| mA) |< r fe (7.2. 4) 


ars — a, 


2 


证 ”由 式 (7. 2. 3) 得 


n 


n 2 . 

>; | ImQ) <S |C i|r = > | nn Dr’ 
r,s=1 
rz s 


i=1 


XN A EKER , HARER H. Br kl, 4 À 是 实 特征 值 时 , 式 (7. 2. 4) 
是 自然 成 立 的 . 而 当 4 是 复 特征 值 时 ,有 


2 | ImQ) |< t’n(n— 1) 


这 就 证 明了 式 (7. 2. 4) 成 立 . n 
一 般 而 言 ,在 估计 和 矩阵 的 特征 值 变 化 范围 时 ,Gersgorin 圆 盘 定理 所 得 的 结果 
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要 比 推论 7. 2. 1 的 结论 好 . 比如 用 推论 7. 2. 1 估计 例 7. 1. 1 特征 值 的 变化 范围 
可 知 . 
|A|< 24, |ReQ) |< 24, | Im) |< 1 
这 一 结果 告诉 我 们 , 甜 阵 的 特征 值 在 复 平面 上 的 闭 圆 盘 与 矩形 闭 区 域 的 交集 之 中 . 
(z || z |< 24) N (= || Re) | 委 24，| Im(z) |< 1) 

与 例 7. 2. 1 的 估计 区 域 比较 优 劣 立 判 . 

不 过 ,推论 7. 2. 2 的 结论 对 某 些 特殊 的 矩阵 ,如 实 反对 称 阵 还 是 较 理想 的 ， 

例 7.2.1 设 三 阶 实 反 对 称 阵 


0 0.2 0.1 
4 一 | 一 0.2 0 四 
一 0.1 一 0.2 0 
试 估计 A 的 特征 值 的 分 布 区 域 . 


解 ”由 于 4 是 实 反对 称 阵 , 故 其 特征 值 是 0 或 纯 虚 数 . 由 推论 7. 2. 2 计算 得 知 


| mA) |< = ga — 0. 2/3 ~ 0. 346 4 


即 4 的 任 一 特征 值 * = ai 满足 关系 式 | a |< 0.346 4. 实际 求 出 A 的 特征 值 为 
À, = 0, À, =—(0. 31， À; = Q0; 3i 


ni 7.3 ”Courant-Fischer 定理 和 Hermite 和 矩阵 的 特征 值 


在 这 一 节 , 我 们 来 讨论 Hermite 矩阵 的 特征 值 的 一 种 计算 方法 . 这 一 方法 是 在 
1905 年 由 E. Fischer 发 现 而 在 1920 年 由 R. Courant 整理 完善 的 .我 们 约定 ,本 节 
中 关于 复 向 量 的 内 积 均 是 标准 内 积 , l 

定义 7.3.1 i8 H En Xn Hermite 矩阵, 令 


(Hx, x) 
(x, x) 


则 ROELA, PROX H W Rayleigh( 瑞 利 ) 商 . 
关于 Rayleigh 商 ,我们 有 如 下 性 质 . 
和 性质 7. 3.1 RG) = R œ. 


1zla=1 


性 质 7.3.2 R(x) 是 连续 的 实 值 函 数 . 
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R(x) = 


，XEC"Y 天 0 (7.3.1) 
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证 FEE x = (CA Lgs °°. Ta) e cC”, y = (15 [Dos ”3 y.) e C", 
| xl, =1, |yl., = 1, H = (a, ) € C”%, W 


| Rx) — ROY) | = | Das G, — Yiy;) 


< max | a; PAES — y;y; | 


i, j=1 


1 一 _ _ 
=] HI, È, | z=; — Yiyj + Z,y; — Z,y; | 


<— BI, Ha | =; la + D, | x, || =, — y; | 


于 是 由 上 式 知 , 当 y 一 x 时 
| RG) — Ry) | 一 0 L] 


根据 性 质 7. 3. 2, 因为 RCxz) 是 复 空间 C" 中 的 单位 闭 球面 S = (z € C"| 
|z], =1) 上 的 连续 实 值 函数 ,所 以 ， R(x) 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

以 下 设 À: <À, < + <À, 是 nn 阶 Hermite 矩阵 的 特征 值 ， Xis X2，"""， x 是 分 
DIEF àis A. tto 和 ,的 单位 特征 向 量 . < V, 一 spaníx,, Xp `°" Xp’ p = 1, 
2，…，7， 则 有 向 量子 空间 链 

V, C V, C --+- C V, C V, = c” 
定理 7.3.1 å = = min, R(x), À, = max RG. 
证 任 取 x e C, | x | 2 = 1, 则 因 Xis X2, 9 x, 是 C" 的 基 , 从 而 
x = kx + k;x, + *** + Ë,x, 
其 中 | 让 [2H ke s| ka |= 1 
令 吕 一 (xis Xz, tt’ Xn) s 则 


UaHU = . -|=A (7.3. 2) 
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$ y =U"x, A yl: = 1, H 

-Rœ = (Hx, x) = (HUy, Uy) = y" (U HU)y = yahy 

=à | y, |° +à, | y> |° He HA | y, | 
其 中 了 = (Q, Yes ° Ia)”. 由 上 式 即 知 
À, < R(x) <À, 
车 取 x — x,, Ml 
R(x) = (Hx, x,) = Axs x.) = À, (x, , x,) = À; 
ER x = x,, 就 有 
R(x,) = å, 
所 以 
À, = min R(x) = R(x), A, = max R(x) = R(x,) 


1zll =1 1 zl 2 一 


结合 性 质 7. 3. 1 与 性 质 7. 3. 2, 上 式 可 以 等 价 地 写成 


À, = min R(x), À, = max R(x) 
0x€V, OAxEV] 


将 定理 7. 3. 1 的 结论 推广 ,我 们 还 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 ， 
定理 7. 3.2 À, = min R(x) (7.3. 3) 
0x€V, 
À, = max R(x), i=2,,n—l (7.3. 4) 
0#xE Vi 


证 ”我们 只 证 式 (7. 3. 3), 式 (7. 3. 4) 的 证 明 与 此 类 似 . 
任 取 x € V,, x= 0, 则 由 V, 的 定义 可 知 ,存在 k;， kiti s "yy ka e C 使 得 x = 


了 Ri 其 中 kis kiiis see 有 ,不 全 为 0. 令 
j=i 
f y == (0, i 0, kis kiti’ kuki; ka)" 
显然 有 x = Uy. 故 
(Hx, x) = (HUy, Uy) = y (UĦHU)y = y“Ay = DU | k |? 
j=i 


(x, x) = `> | k; |° 


j=: 


所 以 
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(Hx, x) À; | k; |? +à | kiyi P ee HA, | k, K 


RG) = = >À 
x (x, x) | ki | 二 kin | 十 … 十 | k, |? 
即 R(x24E V, 上 是 有 下 界 的 . ËH x = x, 时 ， R(x;) =À;s x; € Vi 所 以 ROOD V; 上 
有 最 小 值 A. m 


式 (7. 3. 3) . 式 (7. 3. 4) 表 明 , À, 可 以 由 Rayleigh 商 R(X) 在 V; 上 的 局 部 极 值 
求 出 . 然而 定理 7. 3. 2 在 应 用 上 是 困难 的 ,这 是 因为 我 们 必须 先 求 出 特征 向 量 x;， 
Xiti? °` X,. 为 此 ,我 们 进行 必要 的 改进 . 

引 理 7.3.1 Ü W,(1 < j < n) 是 C" 的 任意 一 个 (2 一 7 十 1) 维 子 空间 , 则 


min R(x) < 4; (7.3. 5) 
0=x€w; 
aR (x) Ai (7. 3. 6) 


证 令 W, 一 Span(x, , Xas °°". Xj;}， 7 一 1, 2, e, n. 对 取 定 的 7 由 于 
dimW, +dim W, = @—j+1)+j=—n+1>n 


则 必 有 非 零 向 量 xç € W, N W. B x, € W, Ax = 27 kx, 于 是 有 
(Hx,, x.) 一 p: Sk, = Sa; | k; | 
: i=l i 二 1 ;=1 


显然 有 


i i 
a = `D) |k |Ë < (Hx,, x.) KÀ; >; | Ë, | 
i=1 . Á. i 


用 >) |k P= Oo x) RERE 
i=l 
À), SRO) LÀ; 
上 式 表明 
min R (x) < Rx) SÀ; D 
0=x€ W, 


类 似 地 可 以 证 式 (7. 3. 6). 
定理 7. 3.3 (Courant-Fischer 定理 ) 


à; = max min R (x) (7.3. 7) 
W, 0FxEW, 
À... = min max R (x) (7.3. 8) 
W, 0x€ w, 
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定理 7. 3. 3 的 意思 是 指 , 若 对 每 个 (n 一 j 十 1) 维 子 空间 W,;, 在 W,; 一 {0} 中 取 
极 小 值 ,然后 对 由 所 有 的 ”一 /十 1 维 子 空间 得 到 的 极 小 值 求 出 极 大 值 , 则 该 极 大 值 
就 是 履 . 式 (7. 3.7? 和 式 (7. 3. 8) 也 称 为 特征 值 的 极 大 - 极 小 原理 和 极 小 - 极 大 原理 . 

证 根据 式 (7. 3. 5) . 式 (7. 3. 6) ,为 证 式 (7. 3. 7), 只 需 证 明 存在 一 个 2 一 7 十 1 
维 子 空间 W, ,使 得 R = à. $ W, = Span(x;, Xs "> x,), WAR 


(7. 3. 5) 知 
min R (x) <ç 4; 
: OFxEW, 
然而 由 W, 的 定义 立即 有 W; = V;. 于 是 由 定理 7.3.2 得 
| min R(X) = min R(X) = 2, 
0Zx€Ww; 0=x€V, 
这 就 证 明了 式 (7. 3. 7), 式 (7. 3. 8) 的 证 明 与 此 类 似 . 口 


例 7.3.1 tn EVIE SURE EEA 的 特征 值 是 和 i, 和,…, Ap H | A, [STA |< °: 
=<] à; |. 证 明 : 


lÀ. |= A|; 


证 [N AA 是 Hermite #8, |All; — VARA 的 最 大 特征 值 . 根据 定理 
7. 3, 1 得 


4"4 的 最 大 特征 值 = max (A"Ax，, x) 
ËL x, xa, ee e EAER A 的 分 别 属于 特征 值 M，) o, 的 单位 正 交 特征 
向 量 , 则 对 任意 的 x€ C", | x | 2 = 1, 存在 常数 kis Ë, ts &, 使 得 
x= kx +H kax + + R,x, 


此 时 
(AFHAx, x) = (Ax, Ax) = Da Dan 
PE PLIA k lA] 
有 | 
CATAx,, x,) = (Ax,, Ax,) = Q,x,, Àx.) = | 2, |° 
故 
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max R(x) = max (AFAx, x) 一 | 2, |? 
jz = za] 


所 以 


A = Al, 


元 素 都 是 非 负 实数 的 矩阵 称 为 非 负 矩阵 ,这 类 矩阵 在 数理 经 济 学 .概率 论 、 弹 
性 系统 微 振 动 理论 等 许多 领域 都 有 重要 的 作用 ,其 基本 特征 已 被 认为 是 矩阵 论 的 
经 典 内 容 之 一 . 本 节 将 介绍 非 负 抢 阵 的 一 类 重要 的 特例 一 -正和 矩阵 的 基本 性 质 . 

定义 7.4.1 设 和 矩阵 4 一 laj) € R”, 若 4 中 所 有 元 素 都 是 非 负 实数 , 则 称 
和 4 为 非 负 窍 阵 , 记 为 4 > 0; 若 4 中 所 有 元 素 都 是 正 数 , 则 称 4 为 正和 矩阵 , 记 为 
A> 0. 

IA, BE R°%?,#A—B2>0,MHE3S A > B4 A— B> 0, 则 记 为 4B. 

Perron( 佩 龙 ) 在 1907 年 建立 了 正和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 重要 性 质 . 

定理 7.4.1 WA ER” AEE, H oA) AHRI, l 

G) 2(4) 为 4 的 正 特征 值 , 它 对 应 着 一 个 正 的 特征 向 量 ; 

Gi) A 的 任何 其 他 特征 值 1, 都 有 | 4 [S eA); 

(iii) pC4) 为 A 的 单 特征 值 . 

证 Qj 设 p 是 4 WREE WE e| =A), x= (zi, t e z) DAF 
上 的 A 的 特征 向 量 , 则 


Ax = ux 
即 pr: = Das, ¿= 1, 2, n 
£ 
由 此 ,有 
(A) | x; |= | pe [< Xas |z; l: i=l, 2, =, n 


Sys a pe | z, D WA 
PA)y S Ay 
亦 即 
(A—p(AEy>0 
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下 面 证 明 等 导 成 立 . 用 反 证 法 . 
it (和 一 p(4)E)y = 二 zz 关 0. 因 为 4 二 0, 所 以 


Az > 0, Ay> 0 

因此 存在 s > 0, 使 得 
Az > eA y 
又 因 
4 一 4(4 一 pC4)E)y7 = A’ y — p0(ADAy 

所 以 | 

A°y > (E+) Ay 
SB = [e+ A] A, WA 


BA y > Ay 
H+ B> 0, 故 由 上 式 逐 步 可 得 
| B'Ay>Ay, n=1,2,. (7.4.1) 
因为 
pB) = [e +A] KA < 1 
所 以 


lim B" = 0 
ERC. 4. 1) 取 极限 ,得 到 4y <0, R5 Ay > 0 矛盾 . 从 而 
Ay = pA)y 


亦 即 oC AD A 的 正 特征 值 , 且 y 为 属于 p(4) 的 一 个 正 的 特征 向 量 . 
Gi) RA EA 的 特征 值 ,满足 | 4 |= oA), 下面 证 明 4 = pl). i u = 
Cu: 9 ttg u)” 为 属于 人 的 特征 向 量 , 则 


Au = àu 
即 


i a ap (7.4.2) 
j=1 I 
< y = (| Ul |> °... | Un |; 类 似 (1) 的 方法 可 以 得 到 Av 一 PC(C4A)V， 即 
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PA | w |— Pas |u | i= 1, ,nn (7. 4. 3) 
ERC. 4. 2) 两 边 取 绝 对 值 ,根据 (7. 4. 3) 得 
Sayu, = Ya, | u; | ， ¿= 1, e,n 
j=] j=1 
上 式 表 明 ， t; G = 1, *=*, n) 有 相同 的 幅 角 0, 即 
u =|u |e, j=l, e,n 
于 是 
u = ve? 
MT u 也 是 属于 2(4) 的 4 的 特征 向 量 . 而 x 是 属于 ) 的 4 的 特征 向 量 ,因此 
4 一 0(4) 


GHD $ B =p (AA = (6;), 则 B> 汪 >0, 且 p(B) = 1. 下 面 证 明 1 是 B 的 单 特 
征 值 . DIE, HAUEI B RY Jordan 标准 形 中 对 应 于 特征 值 1 有 且 只 有 一 个 一 阶 的 
Jordan 块 . 由 (D ,有 向 量 

y = Cys s yy) > 0 
使 得 
By = y 
从 而 
By=y, #=1,2, =. 
令 yu: Yn 分 别 为 了》 的 最 大 和 最 小 的 分 量 , 则 有 


ym 2 y, = D bP y, D bP y; > Yn 
一 1 


其 中 bw 为 矩阵 B* 的 (i, 站 位 置 上 的 元 素 . 从 而 
po < M 


这 表明 ,对 于 所 有 的 ,6 有 界 . 假若 B 的 Jordan 标准 形 了 中 有 一 个 对 应 于 特征 值 
1 的 Jordan 块 的 阶 数 大 于 1, 不 妨 设 为 2, 则 存在 可 着 阵 P, 使 得 
| l k 
1 


P” BP = J' = J: Q, D) 


Ta An) 
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其 中 J: (ADA Jordan 3. 因为 BRR bi ARAR k 有 界 , 所 以 关中 元 素 对 所 有 
的 上 有 界 , 但 是 上 式 结果 与 此 矛盾 ,因此 J 了 对 应 于 特征 值 1 的 Jordan 块 只 能 是 一 
阶 的 .下面 证 明 这 种 Jordan 块 只 有 一 个 . 设 B BJ Jordan 标准 形 为 
E, 
J.Q.) 
J = 


J,Q,) 


其 中 , E, 为 > 阶 单位 矩阵 ; | 4 |< 1, ¿= 1, +=, L RA (E — J)x 二 0 的 解 空间 
的 维 数 为 ,从 而 (E — B)x 一 0 的 解 空间 的 维 数 也 为 .如果 r > 1, 则 特征 值 1 至 
少 有 一 个 和 y 线性 无 关 的 特征 向 量 j 


E 
4 = (z, e iy Za) 


因为 1 = p(B), 所 以 由 (这 和 (D 知 z JENE. S 


r= max; ¿= 1, ==", n = 
yY: yY; 
则 有 zy >z, 且 由 于 y 和 z 线性 无 关 , 不 能 取 等 式 , 由 此 ,有 
B(zy 一 z) > 0 
又 因为 
By = y; Bz = z, 
所 以 
ry—x>0 
于 是 
r> š 
y; 
这 与 + 的 定义 矛盾 , 故 
r=1 口 
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Perron 定理 显示 了 正 矩 阵 具 有 很 好 的 谱 性 质 . 1912 4, Frobenius 将 Perron 
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定理 推广 到 不 可 约 的 非 负 和 矩阵 上 , 我 们 先 介绍 不 可 约 矩 阵 的 概念 . 

一 个 方 阵 了 , 若 它 的 每 一 行 和 每 一 列 都 只 有 某 个 元 素 为 1, 其 余 的 元 素 为 0, 则 
矩阵 了 称 为 一 个 置换 矩阵 . 

定义 7.5.1 REA = (ay) € R”, 如 果 存 在 n 阶 置换 算 阵 P, 使 得 


P4PT 一 由 0 | 
Az A 


其 中 9 A 为 k 阶 方 阵 ; AnA n—k 阶 方 阵 (1 委 &<2 一 1) 9 TJER A 为 可 约 的 ;否则 9 
称 4 为 不 可 约 的 . 

据 此 定义 ,一 阶 方 阵 和 正 矩 阵 都 是 不 可 约 的 . 

定理 7.5.1 ZA € R” 为 非 负 不 可 约 和 矩阵 , 则 

G) p(4) 为 4 的 正 特征 值 ,其 对 应 着 一 个 正 的 特征 向 量 ， 

GD A 的 任何 其 他 特征 值 *, 都 有 | À [< pA); 

Gi) po(4) 为 4 的 单 特征 值 ; 

Gv) 34 A 的 任 一 元 素 增加 时 ,pC4) 增 加 . 

这 个 定理 的 证 明 非 常 复杂 , 故 略 去 . 

对 于 一 般 的 非 负 和 矩阵 ,上 面 的 定理 虽然 不 成 立 , 但 是 有 下 面 的 结果 (证 略 )， 

定理 7.5.2 WA € R>” JERE, M A 必 有 一 非 负 特 征 值 *, 而 A 的 所 有 
特征 值 的 模 都 不 超过 4, 且 特征 值 * 对 应 着 一 非 负 特征 向 量 , 

此 外 , 非 负 和 矩阵 还 有 一 个 比较 重要 的 性 质 , 即 若 0 <B <A, W oB) < oA). 
关于 非 负 矩阵 的 谱 半径 ,有 如 下 定理 . 

定理 7.$.3 A € R>? 为 非 负 矩阵, 则 

O # A 的 每 一 行 元 素 之 和 为 常数 , 则 pC(4) = Al; 

GD # A 的 每 一 列 元 素 之 和 为 常数 , 则 o(4) = lAl; 


n n 
iii) min > a; < PCA) < max > a; 
cin < j As p > i < ij? 


Giv) min Sas < 004) < max Saz. 

证 首先 , 因 对 于 A 的 任何 特征 值 ? 和 任何 相 容 的 矩阵 范 数 | .| ,有 
À< lAl, FAA < 141 EK. h Au = 1 41 下 一 (1…，1)7 知 
1 41 。 为 4 的 特征 值 ,所 以 有 1 À || a <A). 这 就 证 明了 (i). 

同样 的 讨论 应 用 于 4T 可 以 得 到 (iD)， 


Ë m = min J ay. 构造 矩阵 如一 bj) m= 0,@ B = 0;##m > 0, Fb; = 
<. r= j=1 


n 一 1 n 
mas P „WH 0 << B< A, R. Sb; =m, i=1, +, n. KOH eB) = m. 
= j=1 
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另 一 方面 ,由 于 p(B) <A), AmA < | A ||, BREGDET. XERE AT 
应 用 (ii 可 得 到 (iv). 口 

最 后 ,注意 到 对 于 一 个 给 定 的 矩阵 ,直接 根据 定义 7. 5. 1 判断 其 是 否 可 约 是 比 
较 困难 的 ,特别 是 矩阵 的 阶 数 比 较 大 的 时 候 . 下 面 我 们 给 出 非 负 矩 阵 是 否 可 约 的 一 
个 判别 条 件 . 


定理 7.5.4 n 阶 非 负 和 矩阵 A 为 不 可 约 的 充 要 条 件 是 存在 正 整数 * sn — 1, 
使 得 
(E+A)' > 0 


证 ”必要 性 . 设 A 为 n 阶 不 可 约 非 负 和 矩阵 . 只 需 证 明 对 任意 向 量 y > 0(y > 
0) 都 有 


(E+A)™'y>0 


成 立即 可 , HETKI x> 0, x < 0, 因为 E 十 4 的 对 角 线 元 素 非 零 , 所 以 y 二 (EE 十 
Ax 中 零 坐 标的 个 数 小 于 向 量 x 中 零 坐 标的 个 数 . 假设 相反 ,那么 x 与 了 有 相同 的 
零 坐 标 个 数 , 不 失 一 般 , 可 设 


hi B) 


HF xo y, Ñ r SIE [81 ER. i A 28 


其 中 A 为 r 阶 方 阵 , 则 


(E, +4) 
-ee 


A,x, 


由 此 Ax: = 0. 因为 x; 为 正 向 量 , 所 以 A; = 0. 这 与 A 为 不 可 约 和 矩阵 矛盾 ,所 以 了 
中 零 坐标 的 个 数 小 于 向 量 x 中 零 坐标 的 个 数 , 上 述 结果 表明 ,每 用 忆 十 A 对 向 量 y 
左 乘 一 次 ,其 零 坐 标 个 数 至 少 减 小 一 个 ,从 而 得 到 (E + A)” y > 0. 

充分 性 . 设 有 (EtA > 0. # A 为 可 约 的 , 则 存在 置换 矩阵 已, 使 得 


PAPT = x i 


A, A; 
其 中 Á» 4 为 方 阵 ( 设 阶 数 为 r j). 于 是 
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(E, +4) 0 


P(E+A)P’'= | 
B, (E, +4) 


因为 P 为 置换 和 矩阵 ,上 式 表明 (E + A)' PARER, X Ej (E + >FE RA 


和 不 可 约 . g 
1 1 0 
例 7.5.1 FERMERE A= |1 1 1| 是 不 可 约 的 . 事实 上 , 当 s 一 3 一 1 一 2 
0 1 1 
时 ,有 
5 4 1 
es 5 4|> 0 
1 4 5 


7.6 随机 矩阵 


定义 7.6.1 JEME A = laj) € R” 称 为 一 个 随机 矩阵 , 且 4 的 每 一 行 上 
的 元 素 之 和 等 于 1. 

随机 和 矩阵 有 重要 的 应 用 价值 , 它 在 Markov( 马 尔 可 夫 ) 过 程 理论 中 起 着 重要 的 
作用 ,也 常常 出 现在 经 济 学 和 运筹 学 的 各 种 问题 中 , 随机 和 矩阵 4 的 每 一 行 可 以 看 成 
Hn 个 点 的 样本 空间 上 的 离散 概率 分 布 . 据 定 义 知 ,随机 和 矩阵 4 有 特征 值 1, 且 对 
应 于 1 的 正 特征 向 量 为 u — (1,，…, 1)1; 反之 ,如 果 n 阶 非 负 和 矩阵 和 4 有 特征 值 1， 
且 对 应 于 1 的 特征 向 量 为 & = GQ, =, D7, 则 4 为 随机 矩阵 . 于 是 有 如 下 定理 . 

定理 7.6.1 7 阶 非 负 和 矩阵 4 是 随机 矩阵 的 充 要 条 件 是 u = (1，…，1) 为 A 
对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 . 

由 定理 7. 5. 3 知 ,随机 和 矩阵 A 的 谱 半径 o(4) = 1. 

下 面 定理 揭示 了 具有 正 谱 半径 与 对 应 的 正 特 征 向 量 的 非 负 抢 阵 与 随机 矩阵 之 
间 存 在 密切 的 关系 . 

定理 7.6.2 设 非 负 和 矩阵 A 的 谱 半 径 o(4) 汪 >0, 且 有 x= (xi, t x,) > 0, 
使 得 Ax = oC(4)x, 则 存在 对 角 元 为 正 数 的 对 角 和 矩阵 卫 使 得 p (AD D ` AD 为 随机 
和 矩阵. 

证 由 条 件 ,得 


Ax—po(A)x, x= (rx, x) > 0 


< 
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D = diag(z;, **, z,)> P = o (A 1D AD 
则 为 非 负 和 矩阵 , 且 满 足 
Pu = PD` x = p (AD D Ax = D x =u 


其 中 一 G, …，1D7 从 而 ,由 定理 7. 5. 4 知 P ABEDE. o 
实际 应 用 中 常常 要 考虑 随机 矩阵 A HFEA A") 的 收敛 性 . 
定理 7.6.3” 设 4 为 ” 阶 随机 矩阵 , 则 limA" 存在 的 充分 必要 条 件 是 A 的 不 
等 于 1 的 特征 值 的 模 均 小 于 1 
证 “可 以 证 明 , 如 果 A 为 z 阶 随 机 矩阵 , 则 A 对 应 于 特征 值 1 的 Jordan 块 均 
是 一 阶 的 ,于 是 存在 可 逆 阵 了 使 得 


E, 
as p|: GO . PP 
l JA) 
其 中 , J, O) JE Jordan $t; À, Z 1, | À, |< 1, í = 1, =, L 则 对 于 任意 正 
”整数 mx, 有 
E, 
r JEA) p 
JOAD 
由 此 式 可 知 ，lim A" 存在 的 充 要 条 件 是 
1 和 |<1，i 一 1 1 ` Q 


例 7.6.1 考虑 一 地 区 人 口 流 动 问题 . 设 该 地 区 有 专门 人 才 1 800 人 ,分 布 在 
A, B, C 三 个 单位 . 每 年 每 个 单位 把 所 有 人 才 各 分 二 分 之 一 与 其 他 两 个 单位 交流 . 
SEA, B, 三 个 单位 各 有 人 才 分 别 为 200 人 ,600 人 ,1 000 人 , 问 明年 .后 年 的 
分 布 情况 如 何 ? 很 多 年 后 各 单位 的 人 才 期 望 值 是 多 少 ? 

解 Eri. 鸡 ， 礁 分 别 表示 第 & EA, B,C 三 个 单位 的 人 才 数 , 则 区 二 (xh， 
nh, ni) 表示 一 个 具有 三 个 状态 的 齐 次 Markov 链 , 它 的 转移 矩阵 和 初始 分 布 向 量 
分 别 为 
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o 1 1 
2 2 
1 1 ° 
P 一 r: 0 2 | z’ = (200, 600, 1 000) 

1 1 

二 二 0 

2 2 
H 于 满足 

at= az pP 一 m° p? 

从 而 ml— (800, 600, 400) 


z°= (500, 600, 700) 
HT P 9840828 1, — , — MATTHEE 7, 6. 3 知 lim P” 存在 . 事实 上 


P m P ml bP. m+1 
b m+l P m P m--1 
P ?十 1 P. ml b. m 


m- . = |a 522] 


从 而 


1 1 1 
lmP,— 1 11 
1 1 1 


这 表明 很 多 年 后 A, B, C 三 个 单位 的 人 才 数 为 一 稳 态 的 分 布 向 量 


12 一 > o 


ISk ERA F E +P >O, be P HRA RERE. 口 


iii 7.7 M 矩阵 


1937 年 ,Ostrowski( 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 ) 发 现 一 类 具有 特殊 构造 的 矩阵 ,其 非 对 
角 元 素 都 是 非 正 的 , 即 这 种 矩阵 4 可 以 表示 成 


A = sE —B 
HF s > 0, B2 0, 故 这 种 矩阵 和 非 负 矩阵 有 一 定 的 联系 . 现在 这 种 矩阵 在 偏 微分 
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方程 的 有 限 差分 经 济 系统 的 投入 产 出 分 析 、 运 筹 学 的 线性 互补 问题 等 很 多 领域 有 
重要 的 应 用 . 这 里 讨论 重要 的 一 种 , 称 为 Minkowski s] HJ 23836) ERE, 简称 M 
矩阵. 

定义 7.7.1 设 


A=sE—B 

ZJ n KEE, RP s> 0, B > 0. # s pB), WERA H MEE s > pB), 
PK A 为 非 奇 蜡 M ER. 

记 Z5 = (A= (aj) ER™ |a 0, iŻjs i j =1, +, n ). FERRME 
阵 有 如 下 特性 . 

定理 7.7.1 A c Z” 为 非 奇 异 ME, B. D € z” 满足 4 <D, 则 

G) 4 与 D HFE., B. A >D” > 0; 

GD D 的 每 一 实 特 征 值 为 正 数 ; 

Gi | 了 | |A|> 0. 

证 (D ik A= sE—B, t s >p), B>0. 对 任意 给 定 的 实数 由 委 0, 考 
BEKE 

C=A—uE = (s—w)E—B 


由 于 s 一 ww 之 p(B) ,所 以 C 为 非 奇异 M # Ë. 这 表明 非 奇 异 M 和 矩阵 的 每 个 实 特征 
值 必 是 正 数 . 由 于 D € Z", 故 存在 足够 小 的 正 数 s, 使 


P=E—éeD>0 


令 
Q—E—:A 
H A< D $l 
E—zA > E—=zD 
亦 即 


o<P<2 
于 是 ,Q 为 非 负 矩 阵 ,其 谱 半 径 p(Q) 为 其 非 负 特征 值 ,从 而 
| I—pQOVE—eA |=|0—oOWE|=0 
由 此 二 [1 一 p(Q)] 为 4 的 实 特征 信 . 根据 上 面 的 分 析 ,1 一 pCQ) > 0. 因此 有 
(eA) = (E—Q0 = E+Q-+ @ + 
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这 说 明 有 A > 0. 又 因 
OKP’, k=1,2,. 
H oe(P) <Q) < 1, 所 以 
ED)” 一 (E— P) 1 = E+ P+ P°+- --- < (eA) 
从 而 得 
A` >D’ O0 
Gi) J w< 0, WI 
D—uE > A 
HOR D 一 wE 非 奇 异 , 所 以 D 的 所 有 实 特征 值 为 正 数 . 
Gi) 由 前 面 的 证 明 可 知 ,A 的 所 有 实 特 征 值 为 正 数 ,所 以 只 需 证 明 : 若 A 的 所 
有 实 特征 值 为 正 数 , 且 4 委 也 则 (Ci 让 成 立 .对 矩阵 的 阶 数 n 作 归纳 法 . 设 A, , DD 分 


别 是 4， D 的 前 = —1 行 . 前 n— 1 列 构 成 的 矩阵 , 则 A, ? D, e€ ZX ,H A < 
D, . 设 


~ A 0 
A = 

| | 0 p 

MJ A < À, 所 以 由 (让) 得 ,4 的 所 有 实 特征 值 均 为 正 数 ,从 而 A 的 实 特征 值 为 正 数 . 


由 归纳 假设 ， |D. |> ]A, [> 0. LAGO, A” >D? >083A T, D H Cn, 27) 满足 
(A '),, > (DT ), Z 0 


于 是 
|A| ID. 
|A] ID| 
因此 有 
|a | 二 0， |D|> 0 
HE 
| D |>| D, | a |> |> 


定义 7.7.2 WEE A = (a,) € C”%, Æ 


| aa l> > las]; i=l, œ, n 
j; 
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IPK A 为 行 对 角 占 优 的 ;车 上 述 不 等 式 是 严格 不 等 的 , 即 
| aa |> 10;1， i=l, e,n 
Ji 


则 称 4 为 严格 行 对 角 占 优 的 . 类 似 可 定义 列 对 角 占 优 和 矩阵 的 概念 . 

下 面 的 定理 列举 了 2” 中 和 矩阵 为 非 奇 异 M 矩阵 的 一 些 等 价 条 件 . 

定理 7.7.2 设 4EZ”", 则 以 下 各 命题 彼此 等 价 ， 

G) FE x > 0,41} Ax > 0; 

GD FE x > 0, 使 得 Ax > 0; 

Gii 存在 正 对 角 和 矩阵 卫 , 使 得 AD 为 严格 行 对 角 占 优 和 矩阵 , 旦 AD 的 所 有 对 和 角 
线 元 素 为 正 数 ; 

Gv) 4 的 每 个 实 特 征 值 为 正 数 ; 

(v) 4 为 非 奇 异 M E, 

(vi) # B c Z” B.B > A, N BIRR, 

(viD A 的 任意 主子 阵 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; 

(viii) A 的 所 有 主子 式 为 正 数 ; 

(ix) 对 每 个 RCL 雪 有 & 委 四 ,4 的 所 有 R 阶 主子 式 之 和 为 正 数 ; 

(x) 存在 4 的 一 种 分 裂 4 = P-O, JEH P 过 0,@ 关 0 且 p(P O<]; 

(xi) A 非 奇 异 且 4 之 0. | 

证 ”OD 二 (i) 设 x 宇 0, 满足 4x > 0. x, = G, ++, 17, Ax > 0, J 
以 存在 e 汪 0 使 


Ax +eAx, > 0 
从 而 向 量 x 十 exe 2 09 
4(Cx 十 exo) > 0 
GD= Gi) WE x= (Ga, s z,)' > 0, 满足 hr 二 0. < 
D = diag(z1，…， x,), 则 有 
ax, > >: |a; |z i=1, n 
这 表明 AD 是 严格 行 对 角 ARARE E AD 的 所 有 对 角 线 元 素 为 正 数 . 


G= Gv) 设 D = diag(di,，…, d.) 二 0 使 4D 为 严格 行 对 负 占 优 矩 阵 , E. 
AD 的 所 有 对 角 线 元 素 为 正 数 . 于 是 


1 ; 
a, > — >) | aj | djs i=l, ss n 
d; Ji i 
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由 此 , 据 圆 盘 定 理 ( 参 见 7. 1 节 ) 知 4 的 每 个 实 特征 值 均 为 正 数 . 

(iv)=>(v) RA =sE—B, F s>0, B> 0,MJ| s—e(B) 为 矩阵 4 的 特征 值 ， 
FELA s > pB), i A RIER M 和 矩阵. 

(Cv) 之 (vi) 由 定理 7. 7. 1 即 得 . 

(vD—>(vii) 设 AHA 的 任 一 & 阶 主子 阵 ,4 为 4 的 实 特征 值 . 下 面 证 明 À 为 
正 数 . RI A < 0, 定 义 矩 阵 吾 三 j) 如 下 : 


ai 一 4， 一 7 
bi -| ij Hi, jA 在 4 中 的 行 , 列 序数 
0， 其 他 情形 
FE B> A. 由 (vi) 知 B 非 奇异 . 因为 4 为 4, 的 实 特 征 值 ,所 以 
| B, | 一 | A4, — 2E, | 
这 里 BAB 的 主子 阵 ,其 在 B 中 的 行列 序数 与 4, 相同 .于 是 
IB |= ll, | B, |= 0 

其 中 S$S 表 示 B, 在 B 的 行 数 的 集合 .由 | B| = 0 HI BERR, k Ej B ERRT H. 

iD 设 A,X A 的 任 一 k RETE, | A, |= 4A, IEP à ¿ = 
1，…, 上 为 特征 多 项 式 f;(4) = | AE, —A, | 的 根 , 由 于 实 系数 多 项 式 的 虚 根 成 对 出 
现 , 所 以 | A, |> 0. 

(viii) 二 >(ix) 显然 成 立 . 

(GD 一 (iv) | A—AE |= (一 "十 ci C— 2)" + +c, rh c, J A 的 所 有 上 
阶 主 子 式 之 和 . 由 (ix) 知 cs > 0, 所 以 多 项 式 | 4 一 4E | 不 能 有 非 正 的 实 根 , 亦 即 稚 
的 所 有 实 特征 值 均 为 整数 . 

(OV) 二 (x) BA = sE — B, JH s > o(B), B > 0. P= sE, Q = B, Hij 
CORA. 

(x) =>(xi) EA = 二 了 一 0 为 (x) 中 的 分 型 , 则 


A=PE-O 
其 中 
c= P `Q 
因为 oO < 1, 所 以 
= (E—C "P = (E+C+C°'4+ DP 
从 而 由 C=P 'Q > 0 A 
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Tp U U T > > 


A 之 0 


(xD 一 (D @ x= A lx x, = (1, ++, DT. h A7 220 8Ix >0,## E Ax > 0. 

以 上 讨论 了 非 奇异 的 M 矩阵 的 一 些 性 质 ,一 般 的 M 矩阵 在 应 用 中 一 样 重要 ， 
下 面 给 出 一 般 的 M 矩阵 的 一 些 特 性 . 

定理 7.7.3 设 4E Z”, 则 下 列 各 命题 彼此 等 价 : 

G) A A M EE; 

Gi) 对 每 个 e > 0, A+E 为 非 奇 异 M 矩阵; 

Gi) A 的 每 个 主子 阵 的 所 有 实 特征 值 非 负 ， 

Gv) A 的 所 有 主子 式 非 负 ; 

(v) 对 每 个 (1 < E < m), AKMA 阶 主 子 式 之 和 为 非 负 实数 ， 

(vi) A 的 所 有 实 特征 值 非 负 . 

WE. 

最 后 ,对 于 A 为 不 可 约 的 奇异 M 矩阵 ,有 如 下 的 结果 (证 略 ). 

定理 7.7.4 A 为 不 可 约 奇异 M EE, 

GQ r(A) = xn— l; 

Gi) 存在 正 向 量 x 使 Ax = 0; 

GD 4 的 所 有 真主 子 阵 为 非 奇 异 M 矩阵 ,特别 地 ,有 

a, >0, 1<i=<n 
Gv) # x € R" 满足 4x > 0, Jl 
Ax = 0 


( 


1. 试 举 两 个 例子 ,说 明 两 个 相交 的 盖 尔 圆 构成 的 连通 区 域 可 以 在 每 个 盖 尔 贺 
中 各 有 一 个 特征 值 ,或 只 在 一 个 盖 尔 圆 中 有 两 个 特征 值 而 另 一 个 不 含 特征 值 . 
2. 试 利用 圆 盘 定理 确定 抢 阵 
1 一 1 0 
1 5 i 


一 2 一 1 9 


特征 值 的 分 布 范围 . 对 盖 尔 圆 进行 适当 的 缩放 ,判断 4 的 特征 值 是 实数 还 是 复数 . 
3. F As Azs tto À, EE E A 的 特征 值 , o 0, o M E ATA B 35 F É. 


A= 


194 


wa 第 7 章 ERREN RER 


> | à; |? < Da 
i=l i=l 
4. 设 f(z) = a Hat + +a, Əiz-a,, ao Æ 0. WEH: 若 z Æ f E 
一 零点 , 则 有 
ar 


| zo |< 1+ max 


1<k< 


ao 


5, BH = (ww € C*% E: Hermite 矩阵, , 1,431 H 的 最 小 值 . 最 大 值 . 
证 明 : 
(C1) Ai Shj [SÀ j = l, 2, ets n3 


DA Kn 21 hy KAn 
i, j=1 


6. 试 证 明 式 (7. 3. 4). 

7. 试 证 明 式 (7. 3. 62. 

8. in É; Hermite 矩阵 4, 的 特征 值 是 j; LA < 志和， 4, 的 最 后 一 行 和 最 
后 一 列 去 掉 所 得 的 子 和 矩阵 A, 的 最 大 特征 值 是 wk 证 明 : À, SS Ae. 

9. BEA Hn RIEMER, EXA k, A > 0, 证 明 : CA) > 0. 

10. BA 为 非 零 的 非 负 和 矩阵 , 若 4 有 正 的 特征 向 量 ,证 明 : p(4) > 0. 

11. 设 A 为 n 阶 非 负 和 矩阵 ,证 明 : 若 4 的 各 个 行 和 是 常数 , 则 p(4) 一 |All. 
若 4 的 各 个 列 和 是 常数 , 则 eA — Alla. 

12, 设 A 为 n 阶 非 负 答 阵 且 有 正 向 量 y 使 得 Ay = o(A)y. 证 明 : EE x > 
0, x= 0 使 得 Ax > pe(A)x, W] Ax = PCA)x. 
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习题 答案 与 提示 


， 都 是 线性 空间 . 

. D, DETZ; (1) 不 是 . 
. O 不 是 ;(2) 是 . 

. (1) 由 子 空 间 定义 可 证 : 


owes h, a) (0 o) (1 o) 


e G Ne 


(3) (3, 2, 5)7. 
5. Q) 由 子 空间 的 判定 定理 可 证 ; 


(2) a J i 为 CC4) 的 基 ， dim C(A) = 2; 


0 1 0 
—1 0 2 
anpe b n 
Te 0 一 1 0 0 
2 4 1 
(2) P™'; 
(3) A TEE, 8,, 8,, 8, 下 的 坐标 为 (一 1，3，0， 27, A#Em mts m, m FR 
T 


7. 因为 
(2, —1, 3, 3) = (—1)(1, 1, 0, 0) 十 3(1,，0，1，1) 
(0; 1, 一 1, 一 1) =(1,1, 0, 0) 十 (一 1)(1，0，1，1)” 
8. Ekm = (ar, azs as, a.) € W, N Woo WA 
a, — a 十 aa — a, = 0, a, +a, +a; +a, = 0 
可 求 得 
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YW 习题 答案 与 提示 


m = (1, 0, 一 1，0)， n, = (0.1, 0, —1) 


为 Wi N W, 的 基 . 
9. 由 定义 可 证 T, ,Ts 都 是 线性 变换 , 且 


CT 十 了 TT,) Cx, x) = T, (xi, X) +T, Cx, xz) 
= (xz ， — x) + (x, > — x) 
= (x, + x; , — x; — x;) 


10. (1) 由 定义 可 证 ; 


1 1 0 0 
(2) 1 一 1 0 0 
0 0 1 1! 
0 0 1 —1 
1 0 0 1 0 0 0 0 
n. THEE, = (0 小 Be= (0 Ea = [, o) Ez = (0 ] ) F 038 
阵 为 | 
0 4 0 O 
1 0 0 0 
A= 
0 0 0 4 
0 0 1 0 
A 的 特征 值 与 特征 向 量 分 别 为 
À, =à, = 2, À, = À, =—2 
Pi 一 (2, 1, 0, 0), p; = (0, 0, 2, DT 


ps = (2, — l1, 0, 0)", ps = (0, 0, 2, — 1)7 

令 P= Cp, Pos ps, P) MI) 

PAP = A = diag{2, 2, 一 2, —2) 
令 

B. = (E, E. 五 ?1 ， E,,)p;, i=l, 2, 3, 4 

MJ B, B Bo B, D RORE, B TERET KEREN A. 
0 1 一 | 
1 1 11. 


3 O 2 


12. 


197 


| 矩阵 分 析 简明 教程 | >>> …………… ER E 


13. CD 由 和 定义 可 证 ; 
0 1 1 

(2) |1 0 中 

1 1 0 
(3) 工 在 基 


a 一 1 十 上 十 蔚 ， a = 1 — t, a, = 1 — 


FERAIT AER. 
0 一 1 1 
14. = 一 1 2 


=] —1 3 


习 题 2 


L (D 不 是 ; (Q) 不 是 ; (3) 是 ; (4) 不 是 . 
2， 验 证 内 积 定义 中 的 4 个 条 件 都 成 立即 可 . 
3. 充分 性 由 内 积 定义 可 证 . 
必要 性 : 
(1) 证 明 A 是 对 称 阵 , 即 证 明 Ci = aj. 
a= s, = (0, «e, 1, 0, =+, 0)7, B= s, 一 (0,…，1,，…，0) ,由 内 积 定 
义 有 
(E;, E) = EAE, = G; 


T 
(E; 8,) = s; As, = dj; 


又 由 内 积 定义 的 条 件 ( 知 
(8,, 8,) = (8,, £;) 
所 以 
Cij = Qi 
故 A 是 对 称 和 矩阵 . 


(2) 证 明 A EE. 
由 内 积 定义 条 件 (iv) 知 ,对 任意 wE R ,ax 天 0, 有 


(a, a) = G! AG > 0 


从 而 可 知 aT AG 是 正定 二 次 型 , 故 4 为 正定 矩阵 . 
4. (1) 根据 条 件 ， Y 可 以 表示 为 Ci， Qs ， or 的 线性 组 合 , 即 
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和 习题 答案 与 提示 


Y = k G, + k,G@, + °... + kaan 


于 是 
CY, Y) = (Y, kia + k,G@, 十 … 十 Ri ) 
= k (Y, G.) + b, (Y, G,) j+ H k. CY, @,) = 0 
故 
7 一 0 
《2) 由 题 设 知 


(Y, 一 yj 0 一 (0 一 (7 a), i=1,2,.,n 
由 (1) 的 结果 知 
Y, — Y, = 0 
Bp 


5. 解 空 间 的 标准 正 交 基 为 


Y, = -l co, 1, 1, 0, or 
V2 


1 T 
Y, = (— 2, 1, 1, 2, 0) 
”V7 


1 
”3V35 
6. (1) 显然 0E V,, W V. 非 空 . 对 任意 a, , G, € V, #l# € R, 有 

(G, +a, a) = Cm, @) + (@,, a) = 0 


Y, (7, —6, 6, 13, 5)7 


(ko, a) = k(@, a) = 0 
即 
a +a, EV’, km, € V. 


因此 V 是 V 的 子 空间 . 
D 由 于 @ 关 0 是 线性 无 关 的 ,因此 可 以 将 @ 扩充 为 V 的 一 组 正 交 基 &;， 
Q, , 0 ,因为 


(CAR a) = 0, ¿= 2, 3, e,n 
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所 以 

G EV, i=2,3,.,n 
对 VBE V., BEV, 于 是 

B= kia + ka, + ka, 


而 

0 = (B, a) = k (G, O) + h, (a, O) + klan, a) = k (0, æ) 
故 kı = 0 
即 有 可 以 由 cs， …，0 线 性 表示 . 从 而 Ors G,, +, 0 是 V, 的 基 . 


dimV, =z—1 
7. I Wi — (x € Rš | (x, @) = 0, x = (zm), Tzs z,)), WEDI 
z, — 2z; + zs = 0 
得 
x= (24a—b,a,0)', a,bER 
即 f 
Wi= {x € R | x = (2a—b, a, b)", a, b E R) 
8. (1) H x€ VE) 得 x | VE, 故 对 所 有 的 yE Vi, (x, y) = 0, Ék x € Vo. 
(2) ER x EVi, 则 对 所 有 的 yEV,, 有 (Cx, y) = 0. IB V, C V,, 故 当 yE€ V, 
时 ,必然 有 (x, y) 一 0, 所 以 , z € Vr. 
(3) 由 于 Vi; V, C V, +V,, H (2) n[ 8 (V, HVDC VE 1) Vz ; EZ EJ 
y EVE NAVEK x, + x, € Vi 十 Vi 时 ,有 


(x, —x,, y) = (x, y) + (x,, y) =0+0 = 0 
RMH y E (Vi 十 Vo)+. 所 以 又 有 
Vi NVi C (V, +V,>)+ 
(4) 利用 上 一 小 题 已 得 的 结果 可 知 
(VL +VIDL= VH NVH = V, n V, 
在 上 式 两 边 分 别 取 正 交 补 , 即 有 
vt +Vz = (V, N Vot 
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10. 


a Y 习题 答案 与 提示 


设 方程 组 Ax = b 有 人 解 xo, 则 对 齐 次 线性 方程 组 A" y = 0 的 任 一 解 向 量 m ,有 
(yo， b) = o» Ax.) = (AF yos Xo) = (0, Xo) = 0 


上 式 表明 ,向 量 与 齐 次 线性 方程 组 的 每 一 个 解 向 量 正 交 ;反之 , 若 设 齐 次 线 
性 方程 组 的 解 空 间 为 W, ER A 的 列 向 量 组 是 &:，co ，…，0，, 则 对 任意 的 
y ew, 必 有 


(y,@G@)=0, ¿=1, 2, =, n 
即 
y € [Span(@, G,, =, @„)]+ 
同 理 , 对 每 个 
y € [Span(@, G,, +, G,) ]+ 
H (y, æ) = 0G = 1, 2, ***, n) 可 知 , y € W. 从 而 
W = [Span(a, , G@,, +, G@,) + 
因此 , 当 设 bj W ñi, H 
b € Wl — [Span(G@, , G,, t, an) ]+t = [Span(G&, , G,, 0t, @,) ] 


可 知 ,b 可 以 由 向量 组 a, . a, 9 tty 2, 线性 表示 . 所 以 方程 组 Ax =b 有 解 . 


Ve € V, M| Ta =a; VB € V,, MJ 
l B= x— Tx 
因为 T 为 正 交 变换 , 故 
(Ta, Tx) = (a, x) 
于 是 


(a, D = (Ta, x— Tx) = (Ta, x) — (Ta, Tx) 
= (a, x) — (G, x) = 0 
故 a € Vz 
另 一 方面 ，Vx € Vz. W 
(x, x— Tx) = (x, x) — (x, Tx) = 0 
由 此 
(x— Tx, x— Tx) = (x, x) + (Tx, Tx) —2(x, Tx) = 0 
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故 
| x— Tx | = 
从 而 
xr— Tx = 0 
Rp | x € V, 
ll. 易 证 ( 略 ). 


12. TA A WEAF = A, B A 是 Hermite 和 矩阵 ,从 而 和 是 正规 抢 阵 . 又 
| AE—A |= Q— DQ+ DG +2 
所 以 4 的 特征 值 为 
à =1, à =—1, à =—2 
可 以 求 得 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
m = (l, — 2i, D7, m = C1,0, DT, TÚ = GQ, —i, 7 
它们 是 两 两 正 交 的 ,单位 化 得 


[a 1] n-ez) 
ETA AE A ARA E 
- 2. 1] 
L s 
J ARE PS E RE 
bs. o aha ¿ SË: 
V6 V2 3 
U= 2i 0 Zi 
g 6 V3 
+ 二 .上 
V6 V2 V3 
使 得 
1 0 0 
UAV= lo —1 | 
0 0 —2 
13. 由 
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———Tr nanan atentante ttenta te terenn- 习题 答案 与 提示 


AI4(Czl — z.) 一 4 一 4ID = 0 


(z, 一 ZI4I4Cz — x) = 0 
于 是 
Alr 一 Zz) 一 0 
习 题 3 
1. (1) 行列 式 因子 
D,Q) = D,Q) = DA) = 1 
D,Q) = Q+ Q +2) Q — D Q — 2 
故 不 变 因子 
d, Q) = d,Q) = d, Q) 
dA = Q+DQ+2 Q —- DQ —2 
所 以 初级 因子 为 
A 二 1, 1 十 2, A 一 1, A 一 2 
(2) d,Q) = d, (À) = + = d, ,Q) = 1 
d,Q) = Q —a)* | 
所 以 初级 因子 为 
Q — a)" 
《3) 不 变 因子 
d, Q) = d,Q) = 1, d,Q) = Q —2) Q — 1° 
所 以 初级 因子 为 


1 
2. (1) 1 


1 0 0 
(2) |0 AQ +1) 0 
0 0 AQ +D? 


A—2, Q — 12 


. 
用 


| 
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3. fA) =| E —A |= 2" +a," aA He C— 1)" | A | 
H /(A) = 0, 得 
4 十 ah 十 ah 十 … 十 (一 D |A|E=0 
又 因为 4 可 道 , | A |= 0,048 


1 


A = 一 一 二 一 一 
(一 yn |A | 


(A +a, A"? + ... +a, E) 


4. | fA) =| AE —A |= à} — 6A +7 

又 作 多 项 式 

eQ) = 2At — 1222 + 1922 — 292 + 37 
则 

eQ) = FANCA 十 5) 十 十 2 
由 FA) = 0,48 
9(4) = A+ 2E 

即 | 

B = 2A* —12A° +194? — 29A + 37E 


= gA) = A+2E = p S) 


3 一 1 
R|; || 2580 B PBB. x. 
| AE —B |= 2 — 102 + 23 
B? — 10B + 23E = 0 


Bp 


(A + 2E)? — 10 (A + 2E) + 23E = 0 
(A + 2E) (A — 8E) =— 23E 


故 所 求 逆 矩 阵 为 


B` = (A+2E) =- ŻA — 8E) 
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——— = 习题 答案 与 提示 


一 3 一 26 
5. f(A)=| 0 一 61 
0 一 61 
2 0 0 1 0 一 1 0 0 
6. (1) 10 0 0; @ lo i 0|; B) 0 一 1 1l; 
0 0 0 0 0 —i 0 0 一 1 
1 1 0 O 
110 0100 
(4) |10 1 1l; (5) . 
0 0 1 1 
0 0 1 
‘0 0 0 1 
7. 只 需 证 Jordan J, J, 5 JF 相似 . 
0 1 
1 
JZ P, = Ra ,验证 
i 1 
1 0 
P; J P, = J; 
8. P'AP—=J, A=PJP 1, A= pJ'P 
其 中 
1 0 0 1 1 0 
P—|—1 一 1 1|， J=|0 1 0 
2 1 0 0 0 2 
1 1 k O 
P" 一 2 9 J' = 0 1 0 
—1 o 0 2 
故 
一 2 十 1 0 Ë 


A = pip = |2k+1—2 2 —k—1+°? 
— 4k 0 2k 十 1 
zi = [ci(tt+1)+2ct— cstle 
9. 4z; = [—cit+ c, (1—20D cet] (C,, C2» G, € O. 
z, = [— ct — 2cat + cs (1 + t) Je' 
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PR E 
10. m (z) = Q — 1’. 
11. 由 题 (A — 2E) (A. — 3E) = 0, W 

eQ) = Q—2) Q — 3) 


是 4 的 零 化 多 项 式 , 又 4 的 最 小 多 项 式 m.(4) 整 除 任 一 零 化 多 项 式 , 故 m(4) 无 
重 根 , 从 而 A 可 以 对 角 化 . 


12. (1) ma (Q) = Q —2)Q — 3) 
ma Q) = Q — 222 Q — 3) 
mA Q) = Q — 2) Q — 3) 
ma. (Q) = Q — 22 Q — 322 

2 2 1 


(2) ， 


2 2 1 1 


T 习题 答案 与 提示 


o0 £ _3 
5 “5|f1 
(3) I1 0 olos 2 
0 -2 4 
5 5 
1 2] [11 o 2 1 
3.A=| 02 
0 1 + 一 二 
一 2 4 2 2 | 


4. (D A 是 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 4 = AA", 则 
A"A = (B' — iC™) (B + C) = B IB+ CTC+ i(B'C—CTB) 
AA" = (B + iC) (B! —iC™) = BB +CC7+ i(CB" — BC) 
于 是 有 
BTIB 二 CICTiCGBTIC 一 C7B) = BB! +CCT+ (CB' — BCT) 


即 
B'Ba+ CTC— BB" —CC™= i(CB' — BCTa-CTB — B'O) 
注意 到 B, CEEE., k H EA 
B'B+C™C—BB'—CC=0, CB'—BC' CB— BC=0 


所 以 
B'B+C7C = BB" L CCT, CTB—B'C= BC CB" @ 
再 计算 
T T Tp _ RT 
SRR — f B+CTC CB 2 
BIC—CB B'B+C'C 
+ paiia 2 Ce 
caBTr 一 BCT BBT 二 CCT 

根据 式 人 立即 可 知 


R'R = RR" 
(2) `á A J: Hermite Rf, H A” 一 4 可 得 
B” =B, Ch=—C 
所 以 
207 


和 


(3) `M A 是 Hermite 正定 矩阵 时 ,对 任意 0 关 x € C”, # 
xiAx = x" (B + iO)x > 0 
特别 地 , 4 x 是 实 向 量 时 ,由 x! Bx + ix! Cx > 0 可知 


x Bx > 0, XICx = 0 


从 而 卫 是 实 正定 矩阵 . ER y ER”, y = ‘|z0, ,ys ER ZDANE 
2 
非 零 向 量 . 计算 


B C]íy 
y'Wy = (Jis p| | | | 


C BJ y 
= yi By, + y; By; + y; Cy, + yi Cy © 
由 B 的 正定 性 可 知 
yi By, + y; By, > 0 
又 因 


y; Cy, + yI Cy; = y: Cy, ao Oy)" 
= yO — yz Cy: = 0 
所 以 ,根据 式 @ 得 


y Wy > 0 
RH W 是 实 正定 矩阵 . 
(4) 由 于 
E = ARA = (B" — iC) @B + iO 
= B"'B+C7C-+i(B"C—C™B) 

故 

s. +CTC= E 

BIiC—CTB=0 

由 此 可 得 
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10. 


N = 


a 习题 答案 与 提示 


R'R— B'B-+CTC kappas É | 
L E 


B'C—CTB B'B+CTC 
即 知 R 是 正 交 和 矩阵 . 


. A = UAU”, U HRR, A = diag(A), +, Anh A, N A 的 特征 值 . 于 是 由 


AA" = UA U" SI A 的 奇异 值 为 
Si =| 4; !, i=l, e,n 


. 由 5 题 结 论 知 . 
1 1 1 
v3 Vi 6 1 2 
aL p2 V5 0] Z 
1 1 1 090 5 
V3 V2 V6 
A= (a 0, 0) 是 4 的 秩 分 解 ,由 式 (4. 5. 5) 易 知 
At— B 
又 根据 定理 4. 5. 2(iD) 得 
B'= (At)t—= A 
当然 ,如 果 已 证 41 = B, M B” = A 就 不 必 再 证 明了 ,因为 由 Moore-Penrose W 
的 定义 可 知 , 加 号 逆 是 对 称 的 . 
. EFA, B 分 别 是 列 满 秩 和 行 满 秩 和 矩阵 ,根据 推论 4. 5. 1 可知 


A' = (AMA) AH, B'— B” (BB”)” 
注意 到 AB 自身 构成 秩 分 解 , 故 
(4B)+= BECBBDH) (A A) A = B+ A* 


1⁄3 5 —1 
a= ). 
li\2 1 4 


习 题 5 


le], =74+/2, J el,= 23, | zj .=4. 
(1) 因为 
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lalli = C z [+ +I] z, D? 
>| =, |° H z, |° + +I] z, |° = lal; 
所 以 
lel, < lel, 
又 因 | 
nlle — ali = ad z P + +] z |°) — (| z, | 二 十 | z, D? 
= (22 Ca a i: so 


因此 得 
lal, < nl]; 
(2) 设 max | z, |=] x, |> 则 
|a || a =] z | 
另 一 方面 又 有 
lali =| z [HeH] ze | | x, |= lal 
| ella =| æ [HeH t |< n |z, |= nl |. 
(3) 由 下 列 不 等 式 便 得 证 . 
由 C2) 知 
max | z; | 一 | x, 
| 和 一 | 你 必用 |=; | = elz 


=>) |= <n| = | = nlai 
3. G) 当 w 天 0 时 ,由 cl.>>0， lal, >04 
max{ || e ||., llell,}>0 
BEERS. 
对 任意 数 kA 
| ka | = max{ || ka ||la» || kaila} 


max{|k| lal, k| Mel) 


Il 


| 


|k | maxi [G ||. lol,) 
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O …… 习题 答案 与 提示 


齐 次 性 成 立 . 
对 任意 了 PE C, 有 
| 十 及 | = max{ loathBl,, let+Bl,)} 
< max{ | alla + Bla lel,t IBI?) 
< max{ lall.. læ lla} maxt( Bla BI) 
lall + IB |l 


即 满足 三 角 不 等 式 . 故 是 C" 上 的 向 量 范 数 . 
(2) 当 @ 一 0 时 


| 


[xl = k;0+k,0 = 0 
当 aj 08f,H Tej. 0, le], > 03 
lel = k lal. +k: læ l|, > 0 


故 正 定性 成 立 . 
对 任意 数 上 有 


| ka || = ki | ka |. | ka l, 
=k |k | lal, +k jkl lel, 
=| k| lal, +k lel,) 
=k] lal 
齐 次 性 成 立 . 又 对 任意 BE C", 有 
la+] =k l a+Bi +k letpl, 
<adal, + IBlO+bClel,+ IBI 
= Ch la la ke la lp) + Ck Ba +h 1B12 
= lal + IB! 


三 角 不 等 式 成 立 , 从 而 是 C”" 上 的 向 量 范 数 . 
4. (1) 34 A = 0 Bf 


141 =0 
= A > 0 hj 

P''AP Z 0 
故 
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141 = IP'AP|,>90 
(2) 对 任意 &E C, 有 
| kA = |P RAP |, =] k| |P 'AP |, 
=|k| lAl 
(3) lA+B| = |P (4 十 B)P|1。 


|| PAP +P BP ||, 

|| P'AP || „n + || PTPP || , 
= |A| + l B| 

(4) | AB || = |P CABP |, 


从 


= || (P'AP)(P 'BP) || n 
< || P”AP || „ | P 'BP | , 
= JAJ] JB| 
MAT || A || J: C"x" 上 的 范 数 . 
5. HAli =12, |All = 14, || Ax ||, = 9+v10 +753, |Ax | -一 V53. 
6. A|, = 18+V2, lAls = 66, Al, = 15, lal, = 7+<2, 
lA lla = 9. 


7. 用 定义 证 明 . 
8. W A = (G; mxn’ a 一 (zis Ez `... Za)" A) 


A= > DasE;, Eja = (0，…， 0, = s 0, 1e, 0)! 


l Esa |, < ial, 


m 


<È Dial Eal, 
<Ë È la| lal, 


= Al, lal, 
即 矩 隆 范 数 || A |。 与 向 量 范 数 p - 范 数 相 容 . 
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习题 答案 与 提示 


9. 事实 上 
| UA || £ = tr (UA) (UA) ] = tr[AF (UU)A] 
= tr(AĦ¥A) = |A || E 
Bp IUA ls= lAl r 
又 因为 
lAl = lan]; 
故 有 
4 一 Dr 一 4 一 和 41s 
知 结论 成 立 . 


11 
10. Cond(A,) = =, Cond(A).. = E 


53 题 6 
1. (1) 可 以 求 得 A 的 特征 值 为 
A = > 2, = 
于 是 
0(4) = Ž <i 
故 A EAE RE. 


(2) 因为 lAl = 0. 8 一 1, 所 以 4 是 收 伍 矩阵 . 
2. (1) 矩阵 级 数 >a 收敛 ,其 和 


3 
S= lim S™ = | i 
0 


人 一 十 co 
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e 0 0 
3. Á = |e 0 e|, 
e —e 2e 
e” .0 0 
e“ = jtë Qpe” te” ; 
te” — te” GQ + Dez 
sin 2 0 0 
sinA = |cos2 sin2 一 cos2 cos 2 
cos 2 — cos 2 sin 2 + cos 2 
e” 12e — 12e” 十 13ie2 — 4e + 4e” 
4. 时 一 |0 e” 0 . 
0 —3e + 3e“ e 
sin2t 12sint 一 12sin2t 十 13tcos2t —4sint 4sin2z 
sinAt = 0 sin 2 > 0 
0 — 3sint + 3sin 2t sint 
In1 0 0 0 
ln1 0 0 
1 
. lInA = 1 
Se ln 于 (一 也) lni 0 
2! 1 1 
1 1 / 1 
=[|2>x— ) 一 | 一 一 — 1 
让 站 a 7) T 
0 0 0 
1 0 0 
r 2. 
2 
1 1 
二 —— 1 0 
3 2 
j 2 A+) 0 
6. (1) a AD = | 一 ef 4e” 01， 
3 0 0 
d 2t 
— | A(t) |= 一 6(l 十 2De; 
dt 
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六 习题 答案 与 提示 


1 t a t f 

>° +C. G — De +C t+ C 
2) fadt = —e +C, eC, Ca |, 

3 

> +C. Cs Ca 


f HG — 1) 1 1 
Jaya = 1 一 er e 一 1 0|. 
3 


一 0 0 
2 


7. 首先 易 证 矩阵 序列 与 级 数 下 列 性 质 成 立 : 
(1) 车 矩阵 序列 AC >A, NCAT OAT, AP >A; 


. += 
(2) 若 矩 阵 级 数 > CA’ 收敛 , 则 


+20 T +e 
[Sca] = >; GATY 
k=0 


= 
由 此 得 
十 ce (k) T 十 co Tx (Q) 
所 以 
DHA 是 实 反对 称 阵 时 ,有 
et e (T = t meet =E 


@ 4 A X Hermite 矩阵 时 , 即 A 二 4, 有 
(EAH , éA ed , QA 一 gia iA 
= tA e E 
故 e 4 EER. 
8. detA = Dh , 其 中 A 是 x 的 代数 余子 式 , ARE ryt 


Ə 
Ox;; 


好 


detA = A; 
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所 以 
dj * E 
A etA = (Ajman = (A7) 
= [[(detA)A 1 ]" = det A(A™™)" 
9. $ = Ax—b 
df 
10. — = 2 
JA A 
dF 
11. am = (au ° *"° Ami? 5 Alins °° 5 ama)”. 
12. dF(@) A. 
da 
Ë Sea 
2€ t7 
EN la 工 一 上 
13. x£) = 4E 1° 
1 3 1 mt 
2° 2 
(2— t) — 1 
14, x( = | (一 De 十 1 
(3 一 20e 一 2 
1 1 O 0 1 
15. 由 A= 0 1 0l, B=|1 0 
0 1 1 0 1 
得 
0 1 11 2 1 
W. = (B, AB, A'B) = 1 0 1 0 1 0 
0 1 1 1 2 1 
|W: |= 2<3=n 
故 系统 是 不 能 控 的 . 
wa å Ë N É ; ] 
i ` lo 12 2 
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1. 


a rinrin enn inntin 习题 答案 与 提示 


得 
0 0 
S] 2 0 
W, = = 
CA 0 0 
2 0 
IW |=1<2=n 
故 系统 是 不 能 观测 的 . 
习 题 7 
1 — 0. 
到 4 一 | | B= >a 
1 一 1 0.9 1 


2. A 的 三 个 盖 尔 圆 是 


|z |< 1, |z—5 |< 2, |z—9|<3 
$ D = diag(2, 1, 1), W} B = DAD” 的 三 个 盖 尔 圆 是 


|z1|<2, |z—5|<, |z—9|<2 


因为 B 的 特征 值 就 是 4 的 特征 值 ,而 号 的 盖 尔 圆 是 彼此 隔离 的 ,所 以 在 以 上 每 
个 闭 圆 盘 中 恰 有 一 个 特征 值 . 又 因 圆心 都 在 实 轴 上 , 若 有 复 特 征 值 , 则 必 成 对 
共 琵 出 现 ,也 就 是 在 某 一 圆 中 有 两 个 特征 值 , 这 与 圆 盘 定理 的 结论 矛盾 . 即 A 
的 特征 值 全 为 实数 且 满 足 条 件 


~2 [LÀ <2, 3.5<2,<6.5, 7=< àA, <11 


3. 4 4 是 半 正 定 和 矩阵 ,其 特征 值 是 非 负 实数 . 因而 可 以 设 


H È s ÈN È n, 2 0 — prp = *** = #, 
于 是 4 的 奇异 值 分 解 为 
VA 
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根据 定理 7. 2. 1 立即 得 到 


Na = Da = lAl > 2; IA, 12 
i=1 i=1 i=1 
4. WE n EREA, 


0 0 p 二 各 
ao 
a, 
1 O 0 ; 
ao 
Qn 
0 1 0 
A = ao 
a 
0 0 o — 
Co 
a 
0 0 p = =a 
ao 
求 出 其 4 的 特征 多 项 式 
A O 0 z 
ag 
=F. 3 0 = 
ao 
Qn 
0 一 1 . 0 
1 和 一 4 一 ao 
o 0 ss À az 
ao 


a, 
0 0 = —1 + 
a 


0 
An 
— x a a p 22 L... +L 
Co ao ao 
一 工 Fa 
ao 


所 以 ， f(z) 的 零点 是 矩阵 4 的 特征 值 . 于 是 根据 Geršgorin HAE, W 
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s 习题 答案 与 提示 


零点 必 在 下 列 n 个 闭 圆 盘 中 


|z| 雪 | 二 | ， |z|<1+|“ |, z+% 1 
ao ao ao 
HEP k = 2, =, n—1, 所 以 
a, 
| zo |< 1+ max z 


5. (1) 设 RCx) = (Hx, x), |x] 一]1, 则 由 定理 7. 3.1 知 , A < RO) Làn, 其 
h xl: — LR x= e = (0, =, 0, L, 0, =, 07, 则 1 xl = 1, E. 
À, < R(e;) = h; < 2, 

(2) 利用 (1) 的 结果 , 取 x 一 nC, 1, =, DT | 

6. 显然 ; VA, = Spaníixi, xz; ts x). ER x € Virs x A0, MIER ki 
kas s ki 不 全 为 0, 使 得 x 一 Skyr, 令 = (hu kas ts kis 0, ==, 0)T € 
C'i x= Uy, EE 


i 


(Hx, x) = (HUy, Uy) = y'Ay = DA | b, 2, (x, x) = > | k, |° 
j=l 


于 是 有 


; À, | k É Hà | k, | + =: +, | &, |° 
R(x) — (Hx x) — 1 | 1 | - 2 | 2l - <à; 
(x, x) | æ | 十 | k | 十 … 十 | Ë; | 


因为 R(x;) 一 和 ,所 以 


À, = max R(x) 


i 


0zxE VEL, 
7. 将 引 理 7. 3. 1 证 明 中 的 子 空间 W, BUR V, U ,然后 作 类 似 的 证 明 . 
8. A, = SA ,对 任意 的 x 二 (ZX1， T2, ts Ta) € C”, (x, x) =1, HE 


理 7.3.1 知 4 二 max R(x). £ = (zu, Trs s Zaa 07, W 
A... : 0 


IA, c = (wH, of w 
x x oTo 


(0)= (A, ,x, x) = xA, x = R(x) 


上 式 表明 R(x) > min (A,x, x) = à, A 
OFxEC™ l OFxEC” 
u= max R(x) = min (A,x, x) = à; 
0zxEC™ 0 x€ c" 
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男 一 方面 ,对 任意 一 1 - 维 子 空间 W,_, 及 如 上 所 设 的 x 与 *，, 有 


p= max R(x) = max (A, x, x) 
oec" 0x Ec” 


于 是 由 定理 7. 3. 3 得 


=< min max (A,x, x) = À 
= W A EW, o ° 


9. I At > 0,BF L o( At) > 0. 根据 pCh*) = p (AY Sl pA > 0. 

10. 假设 o(4) = 0. 由 非 负 矩阵 的 Perron 定理 知 ,4 的 特征 值 都 为 0. 根据 条 件 , 存 
在 正 的 特征 向 量 y, FEH Ay = 0. 但 这 与 4y > 0 矛盾 ， 

11. 首先 对 于 矩阵 的 任意 范 数 | ° ,有 pC4) < Al. 另 一 方面 ,如 果 A 的 各 个 
行 和 是 常数 , 则 向 量 x 二 (1, 1, …, 1)7 为 4 的 对 应 于 特征 值 1 4 | ,的 特征 
向 量 ,所 以 有 pC(4) = 1 4 | 。 对 于 矩阵 4 应 用 同样 的 讨论 可 以 得 到 pC(4) = 

lAl. 

12. y7 (Ax—p(A)x) = (ATy) Tx KA) yx = 0, X. y > 0 R. Ax 之 PCA)x, 所 以 
Ax = p(A)x. 
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